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Br a EL es 


Ueber kanonische Systeme algebraischer Functionen 
einer Veränderlichen, die einem Gattungsbereich 
dritter oder vierter Ordnung angehören. 


(Von Herrn Karl Fischer.) 


Einleitung. 
Rs sei y Wurzel einer irreduciblen Gleichung 
(1.) "—-e)y"HhRa)y" the) =, 

deren Coefficienten rationale Funetionen von x sind, und &(z, y) der Bereich 
oder „Körper“ aller rationalen Funetionen von = und y. Wie Herr Hensel 
in seiner Abhandlung: „Ueber einen neuen Fundamentalsatz in der T'heorie 
der algebraischen Funectionen einer Variablen“ *) gezeigt hat, lässt sich ein 
beliebiges System von » zu & gehörenden Grössen für jede Stelle == a 
auf eine gewisse „kanonische Form‘ redueiren, und mit dieser Transformation 
eines Systems in seine kanonischen Formen ist unter anderem das Problem 
der Herleitung eines Fundamentalsystems für alle algebraisch ganzen Grössen 
in & vollständig gelöst. 

Die vorliegende Arbeit will zeigen, wie sich in algebraischen Körpern 
zweiten, dritten oder vierten Grades die Reduction der Basis (1, y,.... y"") 
auf ihre kanonischen Formen im Einzelnen gestaltet. Die Elemente der ka- 
nonischen Systeme werden sich dabei als rationale Funetionen von y und 
fir +++, f, ergeben, ohne dass die Variable x noch explieite in ihnen auf- 
tritt. Ist zz. Bn=2, so ist das System (1, y—4f,) für alle Punkte im 
Endlichen kanonisch. Der Punkt 2=x soll überhaupt ausser Betracht 
bleiben. Im allgemeinen Körper dritten Grades giebt es zwei, in dem 
vierten Grades fünf Systeme rationaler Functionen von (y, fi, ..., f,), von 
denen immer wenigstens eins für einen beliebigen Punkt z=a eine ka- 
nonische Basis ist. 


*) Journal für Mathematik, Bd. 115. 
Journal für Mathematik Bd. CXVII. Heft 1. 1 
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Herr Hensel geht in seiner oben genannten Abhandlung von folgendem 
Satze aus: 

Componirt man ein System S, das aus n’ Grössen eines beliebigen 
hationalitätsbereiches besteht, mit irgendwelchen Systemen, deren Elemente 
ganze Grössen eines Bereiches sind, so ergiebt sich ein System S’, dessen 
Elementartheiler Vielfache derer von S sind. 

Es seien nun Y®, Y, ..., Y""" »Functionen in ©, ferner Yu, Yı3 +++, Yn-ı 
die conjugirten Werthe oder Zweige von y und Y/P, Y®, ..., Y®, diejenigen 
von Y®”. Die Determinante |Y{?] @,k=0,1,..., a—1) möge nicht identisch 
verschwinden, und (-a)"' sei die höchste Potenz von z—a, die in allen 


aus (Y;’) zu bildenden Determinanten (ö+1)-ter Ordnung enthalten ist. Setzt 
man alsdann: 


d,—0,_, = €; (i=(, 1, 0... 2—1; &, = d,) 


so sind die Potenzen («-a)", (e—-a)",..., (@—a)”"' die sogenannten Ele- 
mentartheiler des Systems (Y”) für den Punkt e=a, und zwar einem be- 
kannten Satze nach in derjenigen Anordnung, dass 


EEE EI U 
ist. 

Die conjugirten Werthe von Y® mögen sämmtlich durch (e—a)“, 
nicht aber durch eine höhere Potenz von z—a theilbar sein; das System 
(Y®’) kann alsdann in das Diagonalsystem ((e—a)") und das System der 
n’ mod. (x —a) ganzen algebraischen Grössen ((e—-a) *.Y) decomponirt 
werden. Die Elementartheiler (e—-a)' missen mithin Vielfache derer des 
Diagonalsystems ((e—a)") sein. Letztere sind aber bekanntlich die Elemente 


(2—a)' selbst. Nimmt man nun an, die Bezeichnung der Functionen Y" 
sei in der Weise festgesetzt, das ,<e...Se,_, ist, so muss noth- 
wendig , —&, 4 SE... 1 &_, Sein. Für den Fall, dass 

sun a ea 
ist, nennt Herr Hensel das System (Y®) „für den Punkt z=a kanonisch.“ 
Das System ((«-a) "Y®) ist dann mod. (e—a) ein „Einheitssystem“; seine 


Elemente sind im Punkte e=a sämmtlich endlich, und seine Determinante 
ist dabei in e=a von Null verschieden. 


Es sei (Y®,..., Y"=®) ein zweites System von » Functionen in ©, 
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dessen Determinante |Y{”| nicht identisch verschwindet. Zwischen (Y®) und 


(Y®) bestehen dann lineare homogene Gleichungen: 


(i) h=n—]1 Ovo) ’(i) h=n—1 7 

1 =; 1 . fi 

Y; = > u, Y, Y; = > ur . G,k=0, 1... 2 
h=:! AA) 


in denen die Coefficienten «|? und «|” rationale Funetionen von x sind. 


Wenn nun sowohl die Funetionen x’, wie die Funetionen x’ im Punkte 


z=a sämmtlich endlich sind, sollen die Systeme (Y®) und (Y®) als 
„mod.(2—a) äquivalent“ angesehen werden. Die Coefficienten-Systeme (u! 
und (w®) sind reeiprok; die nothwendige und hinreichende Bedingung für 
die betrachtete Aequivalenz redueirt sich also darauf, dass in einem der 
Systeme (u) und («®) alle Elemente mod. (r—a) ganz sind und ihre Deter- 
minante mod. (c—a) von Null verschieden ist. 

Das System (Y?) ist aus (z?) und (Y®), das System (Y®) aus 


\ (t)\ 


und (u 


/ b / 


(u) und (Yf?) eomponirt. Wenn also die Componenten (ul 
beide aus mod. (2 —a) ganzen Elementen bestehen, so müssen sowohl die 
Elementartheiler des Systems Y{” für den Punkt e=a Vielfache derer von 
(Y) sein, wie auch umgekehrt letztere Vielfache derer von Y!”. Alle 
mod. (z—a) äquivalenten Systeme (Y“) besitzen also in Bezug auf den Factor 
x—a die gleichen Elementartheiler. 

Herr Hensel hat nun gezeigt, dass für beliebiges e—a jedes System 
in ein äquivalentes transformirt werden kann, welches für die Stelle = «a 
kanonisch ist. In der darauf folgenden Herleitung des „neuen Fundamental- 
satzes in der Theorie der algebraischen Funetionen einer Variablen“ ist 
dieser Satz dann das wesentlichste Beweisglied. 

Ist ein System (Y®) mod. (z—a) auf eine kanonische Form redueirt, 
so sind die conjugirten Werthe von Y" sämmtlich durch den Elementar- 
theiler (e-a)* theilbar, durch eine höhere Potenz von z—a aber nicht. 
Die Grössen Y®, ..., Y®, sind aber die Wurzeln einer Gleichung vom 
nten Grade, deren Üoefficienten rationale Funetionen von x sind. Be- 
zeichnet man diese mit 1, ©, ©,, ..., C,, so ist der grösste gemeinsame 


n te) 


Theiler aller Wurzeln Y? mit dem der » Grössen 


1 


©, Ci, . . .. E 
identisch; die Exponenten &; sind also rationale Zahlen, deren Nenner nicht 
grösser als n ist. 


1* 
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Man denke sich jetzt für eine bestimmte Stelle x = a die Elementar- 
theiler aller Systeme (Y) gebildet, deren Determinante nicht identisch ver- 
schwindet. Redueirt man dann &, &, ..., &,_, auf ihre positiven echt ge- 
brochenen Reste, so ist nach Herrn Hensels Fundamentalsatz das entstehende 
Restsystem — abgesehen von der Reihenfolge der einzelnen Brüche — für 
jede Basis Y“ das gleiche. Für den Fall, dass &, &, -.., &_ı selbst schon 
sämmtlich dem Intervall O< e<<{1 angehören, und auch nur unter dieser Be- 
dingung ist (Y®) ein sogenanntes „Fundamentalsystem“ für alle an der Stelle 
2=.a endlichen Grössen in & Man versteht darunter bekanntlich ein 
System von folgender Eigenschaft: Es seien, was auch für alle späteren 
Stellen gelten soll, %, %., ... beliebige rationale Funetionen von z; als- 
dann umfasst die Form 


Y= „Y"+uY"+.+u_,Y"”, 


wenn |Y{? nicht identisch gleich Null ist, sämmtliche Grössen in ©. Ist 
nun (Y') ein Fundamentalsystem mod. (e—a), so ist Y dann und nur dann 
im Punkte e=a endlich, wenn auch alle Coefficienten %, %ı, +.., %uı 
dort endlich bleiben. 

Um ein Fundamentalsystem für den Punkt e=a zu erhalten, braucht 
man nur eine beliebige Basis in eine mod. (@—.a) kanonische zu transformiren 
und dann jedes Element Y' durch die höchste Potenz von z—a zu divi- 
diren, die in seinen sämmtlichen eonjugirten Werthen enthalten ist und einen 
ganzzahligen Exponenten besitzt. Das neue System gehört dann wiederum 
dem Bereiche & an und ist ebenfalls für den Punkt e=a kanonisch; die 
Exponenten seiner Elementartheiler sind aber positive echte Brüche. 

Für alle Punkte, wo |Y{”, nicht verschwindet, ist ein System ganzer 
Elemente (Y®) von vornherein ein Fundamentalsystem. Ist (Y®) ein 
solches für alle Stellen im Endlichen, so sind in der Reihe der Grössen 


uYy + YP+--+u,_, 7 


alle diejenigen, aber auch nur alle diejenigen für jeden endlichen Werth 
von x endlich, also ganze algebraische Functionen von x, bei denen «, 
!ıy 220, %,_, ganze rationale Functionen sind. Die Existenz derartiger Funda- 
mentalsysteme hat ÄKronecker in seiner Abhandlung: „Ueber die Diseriminante 
algebraischer Functionen einer Variablen“ *) folgendermaassen bewiesen: 





*) Journal für Mathematik, Bd. 91. 
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Fischer, über kanonische Systeme algebraischer Functionen einer Veränderlichen. 5 


Sämmtliche Grössen in ® besitzen die Form: 


n—1 ı n—?2 | 


m m Un TU,-2Y +" %. 
Es sei jetzt vorausgesetzt — und diese Annahme will ich bis zum Schluss 
dieser Arbeit beibehalten — dass y eine algebraisch ganze Function von 


x, dass also jeder der Coefficienten f,, ..., f, in (1.) eine ganze rationale 
Funetion dieser Variablen ist. Wenn dann w ebenfalls eine algebraisch 
ganze Function von z ist, können die Coeffieienten « nur solche Nenner 
besitzen, die in der Diseriminante D der Gleichung (1.) als Theiler ent- 
halten sind. Unter allen algebraisch ganzen Funetionen w, die in Bezug 
auf y vom Grade i@ = n—1) sind, muss sich also eine: 


li i } 
= wWw’y-+u 


“ «, yYThetuf) 

befinden, in welcher der Nenner des in seine redueirte Form gesetzten 
ersten ÜCoefficienten 

M;(x) 

N;(z) 


Bi u 


eine ganze rationale Function möglichst hohen Grades von x ist, und n 


derartige Funetionen (£® = 1,50, ,..,2”») bilden dann ein Fundamental- 
system für alle Punkte, in denen keiner der Zähler M,, M,;, ..., M,_, zu 
Null wird. Durch eine leichte Transformation lässt sich erreichen, dass 
an die Stelle von M,, M,;, ..., M,_, die Constante Eins tritt, und die so zu 
erhaltenden algebraisch ganzen Functionen von z: 


i—1 ı 


- ..— u‘) 


G=0,1,..n-: VW) N 


- 


| 1 
[0 = vytuty 


sind dann ein „absolutes Fundamentalsystem“ für alle Punkte im End- 
lichen. 

Von den Nennern N,_, N,_» ::., N, =1 weist Kronecker nach, dass 
jeder von ihnen durch alle folgenden theilbar ist. Stellt man nämlich die 
Grösse yE@? @<n—2) linear und homogen durch das Fundamentalsystem 
(2) dar, so erhält man einen Ausdruck von der Form: 


\ N, Gef; r \ 
2) ur = T— Er Nr nl; 
I; —ı 


da y£“” zu den algebraisch ganzen Functionen von z gehört, muss jeder 
Coefficient hierbei eine ganze rationale Function von x, also N, ein Viel- 
faches von N,_, sein. 
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Aus (2.) folgt ausserdem noch, dass N; nicht nur der Nenner des 
ersten Üoefficienten in 


 VRRREFSREN 
= yrug tt 


ist, sondern auch der kleinste gemeinsame Nenner aller Coefficienten. Es 
ist nämlich: 
(3.) N,c® ei N_, [ya ru," mc”). 

Es sei nun bereits bekannt, dass N,, N,, ..., N,;_, die Generalnenner der 
Coefficienten bezw. von £, 5, ..., 9 sind; dann besitzen N,S'”, 
N,C®, ..., N,,5°® als lineare homogene Functionen von 1, y, ..., y'' 
ganze rationale Functionen von x zu Coeffieienten, und bei N;_,£,..., N,_,5*” 
ist dies folglich auch der Fall. Nach (3.) müssen mithin auch die Coef- 
fieienten von &° durch Multiplieation mit N, zu ganzen Functionen werden. 

Was die Frage betrifft, wie man ein Fundamentalsystem herleiten 
kann, so hat Kronecker in seinen „Grundzügen einer arithmetischen Theorie 


der algebraischen Grössen“ nachgewiesen, dass diese Aufgabe — auch für 
alrebraische Funetionen beliebig vieler Veränderlichen — auf die Auf- 


lösung linearer Gleichungen zurückführbar ist, die er aber nur charakterisirt, 
ohne sie anzugeben. Für algebraische Funectionen einer Veränderlichen 
hat dann Herr Hensel die zur Ermittelung eines Fundamentalsystems notl- 
wendigen und hinreichenden Gleichungen wirklich aufgestellt; eine Form 
derselben findet man unter dem Titel: „Ueber die Darstellung der ganzen 
algebraischen Funetionen einer Variablen durch ein Fundamentalsystem“ in 
Bd. 111 des Journals für Mathematik, eine zweite, noch einfachere, in der Ab- 
handlung: „Theorie des fonetions algebriques d’une variable“, Acta math. 
Bd. 18. Die Coeffieienten der aufzulösenden Gleichungen sind dabei rationale 
Funetionen von z, und wenn man nur eine bestimmte Stelle x =.«a betrachten 
will, so findet man für diese das Fundamentalsystem auch gleich in 
seiner kanonischen Form, während Kronecker die Wurzelgrössen, die in den 
einzelnen Elementen eines Fundamentalsystems noch enthalten sein können, 
ganz ausser Betracht lässt. 

Wenn die Diseriminante D der Gleichung (1.) im Punkte z=a 
von Null verschieden ist, so bilden bereits 1, y, ..., y""' ein kanonisches, 
wie auch ein Fundamentalsystem mod. (e—a). Nur eine endliche Anzahl 
relativer Fundamentalsysteme ist also aufzustellen. Herr Hensel verfährt 
in der Weise, dass er aus einem Fundamentalsystem für e Nullstellen von D 
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ein solches für e+1 und schliesslich ein absolutes Fundamentalsystem her- 
leitet. Man kann aber auch erst zu jeder Nullstelle von D ein besonderes 
Fundamentalsystem aufsuchen und diese dann auf folgende Art zu einem 
Fundamentalsystem für alle Stellen im Endlichen zusammensetzen: 

Es seien 2-—a, (e=0,1,...,3) die verschiedenen Linearfactoren von 
D und Se”, Ze», ..., 5” die Elemente eines Fundamentalsystems 
mod.(z—a,). Durch eine bekannte Transformation lässt sich bewirken, dass 
C*9 in Bezug auf y eine Function vom Grade i, also ein Ausdruck von 
der Form 


er = ud ++ G=0,1,..,n-1) 
wird. Nach dem, was oben über absolute Fundamentalsysteme gesagt 
wurde, bilden » Grössen [W”, Ze», ..,, 5" von der angegebenen 
Form ein Fundamentalsystem mod. (r—a,) dann und nur dann, wenn sie im 
Punkte z=a, selbst endlich bleiben, während ihre ersten Üoeffieienten 
a‘ dort von möglichst hoher Ordnung unendlich werden. Ich kann also 
annehmen, dass die Coefficienten von £'%°” an keiner Stelle unendlich 
werden, die von =a, verschieden ist und im Endlichen liegt; denn man 
braucht ja, um dies zu erreichen, aus dem gemeinsamen Nenner der Üoef- 
fieienten von 5" nur alle Factoren fortzulassen. die von z—.a, verschieden, 
also mod. (e—a,) blosse Einheiten sind. Werden die Coeffiecienten von 5" 
auch bei e=a, nicht unendlich, so kann man £'*” durch y’ ersetzen, und 
falls sich in jedem der Systeme £”, Ze», „.., "= das Element iten 
Grades auf y’ redueiren lässt, kann man die Grössen (1,y,...,y') als die 
ersten ö+1 Elemente des zu ermittelnden absoluten Fundamentalsystems 
[m 50, „.., 5@7D ansehen. 

Anderenfalls seien I", 509, .,., £%" diejenigen Elemente vom 
iten Grade, die gebrochene Coefficienten behalten haben: dann bilde man 
aus diesen zunächst den Ausdruck 

co — tEHLgaDL 


(ti) 
+L69, 


- 


Derselbe stellt eine algebraisch ganze Function von x dar, die in Bezug 
auf y wiederum vom Grade ö ist; in ihr ist aber der Coeffieient von y’ in 
jedem der Punkte z=a,, a, ..., a, von möglichst hoher Ordnung un- 
endlich. So bleiben z. B. im Punkte x = a, die Coeffieienten der Elemente 
cr 59, ,.., £%9 sämmtlich endlich; diejenigen von £® müssen also 


dort von gleich hoher Ordnung unendlich werden, wie die von &°"; ist 
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also (5°) ein Fundamentalsystem für den Punkt = a,, so ist (5®) eben- 
falls eins. Macht man nun noch in jedem der Elemente &® den Zähler des 
Coeffieienten der höchsten Potenz von y zu Eins, so erhält man ein Funda- 
mentalsystem für alle Stellen im Endlichen. 

Die Aufgabe, ein Fundamentalsystem ganzer Grössen in ® anzu- 
geben, ist somit auf die umfassendere zurückgeführt, die Basis (1, y,..., y""") 
in ihre kanonischen Typen zu transformiren. Ich werde den Factor, in 
Bezug auf den das neue System kanoniseh sein soll, von nun an mit x 


bezeichnen. 2” sei die höchste Potenz von x, die in allen aus (y,) zu 
bildenden Determinanten (ö-+1)-ter Ordnung enthalten ist, und d,—d;_, gleich e.. 
Hierbei ist u=&,=0, mithin 8=d,. Auch den kanonischen Systemen 
lässt sich die Form geben, dass ihre Elemente, die ich v”, v®, 2 
nennen will, in Bezug auf y bezw. den Grad 0, 1, ..., a—1 besitzen, 
dass also 
vo) = Hu + +ul) 

ist, und zwar ist ein System von diesem Typus dann und nur dann mod. «x 
dem System (1, Y,...., y""') äquivalent und gleichzeitig kanonisch, wenn sämmt- 
liche Coefficienten im Punkte 2=0 endlich und die conjugirten Werthe 


von d® sämmtlich durch x” theilbar sind. Ich erwähnte bereits, dass die 
Coeffieienten rationale Functionen von fi, fa -. -, /„ Sein werden. 


$1. 

Zwei specielle Fälle von kanonischen Systemen in Gattungsbereichen nter Ordnung. 

Ich stütze mich bei den nächsten Ausführungen auf einen Satz aus 
der T'heorie der Determinanten, den ich, so elementar und bekannt er auch 
ist, doch zuvor nochmals angeben möchte. 

Aus zwei quadratischen Systemen beliebiger Grössen 


0) 0 0) 
a, ’, ..0% a), b‘ f vr b{), 
a‘) Er 3 are und bY = 

„= Ben, | —1 — 

a" ” a a7 ) b\“ . ee biz» 
sei das dritte gebildet: 
ch? m ) a” b\, (,3=0,1,...,n—1) 
u=V R 


Ich denke mir also die Systeme (a) und (5b) in der Art componitt, 
dass Zeile mit Zeile verbunden ist. Ferner mögen 


| aA | | nn | | na | 


rt nt | | 








TE 
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« 


diejenigen Determinanten aus den angegebenen Systemen bedeuten, in denen 
die Horizontalen die oberen Indices «,, .., %_,, die Verticalen die 


unteren Indices A, Pu -»-., P;_, haben. Alsdann bestehen die Identitäten: 


ER 


Ougsjyeony ki] hau Orgs jo in ' Bude di 
u RE .. = Gau, wur: Bi cn ar 
Die Summation erstreckt sich hierbei, während «,. .... Gudlasnrn Par ste 


al 


Werthe besitzen, auf alle Combinationen «,,. &,. .... «,_, innerhalb 0. 1.....n—1. 


Es werde jetzt a” = b/’ =y;, mithin ce) = yt’+y’ ++ =s,,,; ge- 
setzt; an die Stelle der Systeme (a) und (b) trete also 

(yo. yi, FRER Hin), (a 0),1,...,n—1l) 
an die Stelle von (ec) das „einreihige“ System der Potenzsummen 

oO) $,. >) 

Ss, 55, $, 

In S, S 
und an die Stelle von cz; mithin diejenige Determinante |s;' 5.75 


in welcher die Elemente der ersten Horizontalen die Indiees «+/.. 
Wtß: 2. %+P;_,, die der zweiten die Indices «,+/,. &;+P, a, 


j 1*® . ». 0% 2 j i—] 


tragen u.8.f. Die obige Gleichung geht hierdurch in folgende über: 


Os iyy, __] au . 0. em] Dos PA pr ;; a 
(1.) 53,5 Ss Y untmtt ‘ Yu „Mysoocfl 


1x JRR» FRREEER » F 
1 (1) i—1 1 


Sämmtliche Determinanten iter Ordnung aus dem System (s,.;) sind also 


. . 20; . . . . 
indentisch durch x '' theilbar. Ich will nun die Hauptdeterminanten 


DR Sr S) 
Sr Sı 
D, — Ss D, — . D 


$. $, 


} 


un. a Er lan,‘ 
RED $|. S). 53 “ . D .. D, — lach 


tv 


2A 


„mod.xz regulär" nennen, wenn D, auch nur durch x " und keine höhere 
Potenz von x theilbar ist, und ich gebe jetzt ein Verfahren an, nach welchem 
sich ausser v'” = 1 noch so viele Elemente des kanonischen Systems be- 
stimmen lassen, wie unter den Hauptdeterminanten D,, D,..... D,_, reguläre 
sind. Die nächste Hauptdeterminante: 
D,. =D = || = Wan 
Journal für Mathematik Bd. CXVII. Heft 1. 
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ist die Diseriminante der Gleichung für y; sie ist stets regulär, kommt aber für 
die ins Auge gefasste Herleitung kanonischer Elemente nicht mit in Betracht. 
Es giebt nämlich n—1 Grössen 
ve) — ud u + +uß (G=1,2,..., 2-1) 
von der Eigenschaft, dass jeder der conjugirten Werthe von ®»“ durch 
Ö +0. . apa . . , . ° 
7 theilbar und der Coefficient von y’ in « gleich D;_,, jeder folgende 
aber ebenfalls eine Determinante öter Ordnung aus (s,;;) ist. Bildet man 
dann den Quotienten 


wi) 


em 
D)) = 
D_, ’ 


so ist dieser, wenn D,_, regulär ist, ein kanonisches Element; denn er ist 


noch durch 2! = x“ theilbar und beginnt dabei mit dem Gliede y‘, 
dessen Coefficient zu Eins gemacht ist, während jeder folgende Coeffieient 
eine bei e=0 endliche rationale Function von s,, 8, ..., s, und mithin 
auch von & ist. 


Um eine algebraische Form «“ von der geforderten Beschaffenheit 
zu erhalten, bilde man für ihre conjugirten Werthe die Ausdrücke: 
EEE ey | „0,1, 2, 0,8 1, ni 
ni Km (— 12 Ar u.u, we kiı|' Nas, A u; 
(u) u 
Fa, 5, 1, DEE 1, E a 
Yis Yu Yun e Yu;-ı Yu» Yus RW Yaüı 


en 
DV 


= (—] — 
x IE 
Were —1 Fu i—1 a i—1 Pe | 
Ur > Yu, > Yı „ +: al Im Im ++ Ian 


ı 


Yr> Yun Yun Eee Yu;_ı 





Hierbei sollen, während k einen festen Werth hat, die Indices u, 14, ..., 4&;_, 
alle Combinationen der Zahlen 0, 1, ..., a—1 zur iten Klasse durchlaufen; 
die Glieder, in denen eine der Zahlen « gleich k ist, verschwinden identisch; 
ich denke mir jedoch die Summation, was für das Folgende wesentlich ist, 
auch auf sie erstreckt. 
Durch &* ist «ww? theilbar, weil jedes einzelne Glied es ist. 
Die Grössen wo sind also nur noch in die Form 


nk Ed | 
u) ey tt) 








2 2 2 ? 2 =? 
iy Yr> Yun Yun Mr Yu, 2 Yun Yun DR Ya) 


& 
e 
? 
a 
& 
E 


age ET N GT En te 
ER NET 2 5 





3 
& 
” 
= 


1 
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zu setzen, wo die Üoefficienten a’, ..., a,’ rationale, und zwar bei jeder 
der n Grössen w(”’, ..., w(?, dieselben rationalen Functionen von 8,. 8. ..., $ 
und mithin auch von x sind. Daraus geht dann von selbst hervor, dass 
die Grössen wo”, ..., w{), einander conjugirt sind, was übrigens an ihrer 
ursprünglichen Form ja ebenfalls ersichtlich ist. 

Man entwickele zu dem angegebenen Zwecke die Determinanten, 
die den ersten Factor der einzelnen Glieder von «{’ bilden, nach den 
Elementen in ihrer ersten, bei allen Gliedern wiederkehrenden Spalte: 
1, Yıs Yis ++ :> Yu. Fasst man dann zunächst alle mit dem letzten Element 


y; multiplieirten Grössen zusammen, so erhält man den Ausdruck: 
1, re 
A 


er ? > y 
(“) Yan Yu ua Yu;-ı (u) er] 


i—1 i—1 1—1 


SE re ee 


J..ut—] 


der nach (1.) mit der Hauptdeterminante D, ,= s\Y“‘_}| identisch ist. In 


ähnlicher Weise ergiebt sich allgemein der Coeffieient von y; (A = i) in 
Form der folgenden symmetrischen Function aller Wurzeln: 


PEESER: \—h vv ; 0, 1, sd—l.ht1sah. t 1, .,2—1 2 ze \s—] er ! 1 
( 1) = Ya, En Ki-1,® Yu ee 1) Su... —1,+1 : 


Der Coeffieient von y” in 2:0 (womit ich jetzt wieder die Grössen w(), ..., 0), 
promiscue bezeichne) stimmt also, und zwar auch dem Vorzeichen nach, 
mit derjenigen Determinante überein, die in 


8, s, S, 

Ss, 8;, y 
D, — 

$;—1, Si $3i-ı 

8, AR S,, 


dem in der letzten Horizontalen stehenden Element s;,, adjungirt ist; ich 
will dieselbe in dieser Eigenschaft mit adjs,,, bezeichnen und daran die 
folgende beiläufige Bemerkung knüpfen: Bildet man, ausgehend von 


w = adjs+yadjs..+y adjs..++y'adjs, 


die Spur, d. h. die Summe der eonjugirten Werthe von y’.o'’, so erhält 
29 
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man dieselbe in Form der Determinante: 


$), 1, TE 7 

$1; $2, ne $i+1 
s,adjs; +8, „1adjs;;ı + S222Qdjs;42-+ "+ Ss, adjs,; = 

$;—13 Si, ’ Syi—ı 

5,5 Heer I 


Die Spur von », yo", ..., y'w“ ist also gleich Null, diejenige von 
y'w‘?’ aber gleich D,, und die Coefficienten von w“ sind auch durch diese 
(i+1) linearen Gleichungen eindeutig bestimmt. 

Falls die Hauptdeterminante D,_, (mod. x) regulär, d. h. nur durch 
x! theilbar ist, kann also, wie nunmehr gezeigt ist, in dem System 
(1,09, ,..,0°D), das (mod.x) der Basis (1, y,..., y”"') äquivalent und 
zugleich kanonisch sein soll, das Element v®” gleich dem Quotienten 


ww) 
N) u ‚, Mel, 2 0... r-1l) 


D;_ı 


gesetzt werden, und wenn die Determinanten D,, D,, ..., D,_, sämmtlich 
regulär sind, erhält man auf diese Weise ein vollständiges kanonisches System. 


Die Determinante D,=s,=n» ist eine Constante, also stets regulär; 
die Function «> bildet also immer ein kanonisches Element. Für die 
conjugirten Werthe derselben ergeben sich nach (2.), wenn man dort i=1 


setzt, folgende Ausdrücke: 
wi) >= 5 1 : | Ei nYy.— (Yo+ yı+'+Y.-ı) “un 5,451» 
. Yo; Y | 


Macht man den Factor von y zu 1, so erhält man hierfür 


1 1 
9) ame hr 


und ich will jetzt die Bedingung angeben, unter der das System 


3 (1 @-4n) W-4n),. @-4n)) 


mod.x kanonisch ist. 


x bezeichnet die höchste Potenz von x, die in allen Determinanten 
(i+1)-ter Ordnung aus der Matrix 


(Yor Yıy »++, Ya-ı) 


; 4 
rn ae Tark rlle r ii 


a li ee nl hd ae tr uk tn ee in & 





TIER Kanaeia Bi REN EN UNENEETER SSRTLIER 
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u; } 


[ ° ‘ [2 “ * I hf, } . 
enthalten ist. Eine beliebige dieser Determinanten: |Y9,',,;| ist aber durch 


sl 


die Differenz je zweier der Wurzeln y,, ..., Y,, also auch durch die Deter- 
minante yx...,,, theilbar, die ja dem Produete dieser Differenzen gleich 
ist; z”' redueirt sich also auf die höchste Potenz von x, die in allen Deter- 
minanten aus den ersten i+1 Zeilen von (y/) enthalten ist, und x” ist z. B. 


grösster gemeinsamer Theiler — mod.z — aller Wurzeldifferenzen. 
. ° °. .. 1 ( . . 
Die Theilbarkeit der Grössen vo; = y,— —_ fi durch x: ist aus ihrer Her- 


leitung ersichtlich; aus der Gleichung 


1 1 
De a Sn 
folgt, dass sie nicht sämmtlich eine höhere Potenz von x enthalten können: 


die conjugirten Werthe von (n- fı) sind also sämmtlich durch x“, durch 


. 2. s . > . 1 Kane, 
eine höhere Potenz aber nicht theilbar, und die Funetion (y “ fh) bildet 


somit dann und nur dann ein kanonisches Element, wenn id, = &, ist. 
Die Identität 


0,1, 6 0,1, „sl 


Ghokimunki | +, — 94) (Yr—Y%,) ... (Y,—Yı,_,)- Yrkı. 
zeigt, dass 
Ö, >. id, +0d,_,, also €; Br. id, (=1, 2, ..., 2-1) 


ı =— 


ist, und durch Addition dieser Relationen ergiebt sich: 
zZ tn(n—1)0.. 
Dann und nur dann, wenn für jeden Werth von i 
d,=id,+ld,_, also mil, 
ist, wird 
d,_ = In(n—1)0.. 
Letztere Gleichung ist also eine nothwendige und hinreichende Bedingung 


dafür, dass die Grössen (3.) ein kanonisches System bilden. 
Diese Bedingung ist, wie ich jetzt zeigen will, z. B. dann erfüllt, 


wenn d, =, ein Bruch mit dem Nenner » ist. (Die 00 WW WER SER 


ereeben dann das Restsystem 0 1.8 Ih) 
g y ’ n b) n via m 


Es stelle 


n 


Id, Gy ++, @, 
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den Exponenten der höchsten Potenz von x dar, die in jeder der Grössen 
Ay, Ay, .., a, enthalten ist. Sind @,, a, ... ganze rationale Functionen 
von xz oder Wurzeln aus solchen, so bedarf diese Festsetzung keiner 
weiteren Erläuterung. In allen sonstigen Fällen werden a,, a, ..., @, 
conjugirte ganze rationale Functionen von Yu, Yı5 +++, Yn_ sein. Genügen 
dieselben der Gleichung 

a—A,.a'+4A,.ar”... 3A, =, 
so ist 

- ii 
lay, A, 0, = [Ay Ar... Aßl. 
Wo es nicht zweifelhaft sein kann, welche conjugirten Grössen gemeint 
sind, werde ich für a, a,,...,a,; kurz ja], so z.B. |y} für yo, Yır +++, Yn-ıl 
schreiben. 
Wie oben gezeigt wurde, ist 


wi 
Ö, Baer w-hi 
Ich will von nun an voraussetzen, dass f, gleich Null ist. Anderenfalls 
.. . 1 . . . . .. ® 
genügt ja y——fı einer Gleichung, in welcher das zweithöchste Glied 
n 


h 
verschwindet; die Elementartheiler von (u & fı) ) sind aber die gleichen, 


wie die von (y;); diese beiden Systeme sind also äquivalent. 
Öd, hat höchstens den Nenner », und zwar, da 


1 1 1 
see ifh,h, fe 


ist, diesen dann und nur dann, wenn der kleinste der Brüche if. 


2 Aue — //.| den Nenner n besitzt. Da Ifil, ..., /f.!| ganze Zahlen sind, 


so ist dies allein möglich, indem 


1 jr ER ng 
(4.) di, = n M<ihh, fen 


und |f,) zu » relativ prim ist. Von letzterer Bedingung sei jedoch für das 
Folgende abgesehen. Die Discriminante der zu Grunde gelegten Gleichung 
ist bekanntlich ein Ausdruck von der Form 


D= 2... 


n » 
wo mit 7 gewisse Constanten und mit &, ..., «, positive ganze Zahlen 
bezeichnet sind, die der Gleichung 


2, +30%;+"+noa, = n(n—1) 
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genügen. Sobald f, nicht identisch verschwindet — und in einer irre- 
dueibelen Gleichung kann f, nicht identisch gleich Null sein — tritt in D 
ein Glied y.f}' auf, das, wenn x der Bedingung (4.) genügt, eine niedrigere 
Potenz von x enthält, als alle übrigen. Folglich redueirt sich dann |D! 
auf (a—1) /f,|, und da |D!| identisch gleich 2J,_, ist, wird 

du, = In(n—1)).. 


Dies ist aber die nothwendige und hinreichende Bedingung dafür, dass 


n—1 


€; —— id, G=]1, 2, ...,n-l1l) 


und bei verschwindendem f, das System (1, y,...,y""") mod.x kanonisch ist. 


/ 
Ist z. B. y Wurzel einer binomischen Gleichung: 
"tf(e) =, 
so ist die Bedingung (4.) für alle Factoren der Diseriminante erfüllt, mit- 
hin — worauf auch Herr Hensel in seiner Abhandlung hinweist — das 
System (1,Y,...,9""') für alle Punkte im Endlichen kanonisch. 


$ 2. 


Die kanonischen Systeme in Gattungsbereichen dritter oder vierter Ordnung. 
Genügt y der eubischen*) Gleichung 


Y+hR@)y-ke) =, 
so Ist 


1 1 
d,= y| = fr; fx} 
d,= }|D| = 4 4ßP+27R. 


Die Grössen 1 und y sind bereits zwei Elemente des kanonischen Systems. 


)? 


en . . $.,$ au 2 . 
Für den Fall, dass die Determinante D,= regulär ist, kann das dritte 
gleich der Grösse 

wi) 


d,+0 


gesetzt werden, und hierbei ist w” die identisch durch = theilbare 


Function 

8, $, y mar Te 
ig 1 

1) $, S,; 5; 


2) —_ Be 
u = y 
]ı? 


= -Ö£yIy—aR. | 
$.. 8 ' ir. Bu ' | 
Ist aber  ' nicht regulär, ist also in dieser Determinante oder, was das- 


m. vo 


s 





*) Man vergl. Ludwig Baur: Zur Theorie der Functionen eines cubischen Körpers. 


Math. Annal. 43, S. 505—520. 
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selbe ist, in f, eine höhere Potenz von x enthalten, als x”°;, so ist 
d, = HRl<Hißl. 
Unter dieser Bedingung ist aber, wie im vorigen Paragraphen gezeigt wurde, 
das System (1,y,y”) kanonisch; denn dann ist 
d, = 30,, folglich & = 2a. 


Unter Voraussetzung der biquadratischen Gleichung 
fy) = V+HR@)dyV-kea)y+fh=0 
ist 
EEE TET 
(1.) di = VAR f3; fi. 
x’: ist mod.x grösster gemeinsamer Theiler der vier Determinanten n,, welche 
in dem System 


(Yon Yı, Ya Y3 R=0,1,2,3) 
den Elementen y; adjungirt sind; so ist z. B. 
= ya = Yı-Y)Yı-Y)Ye—Ya), 


und 7,, 77, 7, erhält man hieraus nach der bekannten Regel, dass, wenn man 
etwa y, mit y, vertauscht, 7, 71, 272, 73 In —nı, —7u, —N2, —n, übergehen. 
Die Grössen n, genügen einer Gleichung 

"—An+A—Arn+4A=0, 
deren Coeffieienten dem Rationalitätsbereich (1, f, f5, fa, YD) angehören und 
sich in folgender Weise bestimmen lassen: 

A, = nt+n+m+n 

ist eine alternirende Function von %,, .., 4, also durch YD theilbar; die 
Dimension von YD ist aber gleich 6, die von A, nur gleich 3; folglich 
muss A, verschwinden. Für A, gilt die Newtonsche Formel: 


2 N 
A)—-2A, = mM; 


letztere Summe ist aber, wie auf Seite 9 näher ausgeführt ist, mit D, 
identisch, und somit folgt: 

—24A, — D,;. 
A, ist, wie A, eine alternirende Function der Wurzeln, also durch YD* theil- 
bar; der noch hinzutretende Factor ist eine symmetrische Function dritter 


Br: 
b 
a 
= 
E. 
E 
Dr 
a 
$ 
1 
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Dimension und ergiebt sich als der Ausdruck 


= y N) Y)Y, 9) = fly) = 4A = Shi 
Hierbei ist %, nach einander gleich 0, 1, 2, 3 zu setzen und A, u, 4; 
sind immer die übrigen dieser Zahlen. A, ist die Gleichungsdiseriminante 
D oder D,. Ueberträgt man diese Resultate in die Gleichung 


( 1 - 23 
d, TE (A,, Ar, E 4,1, 
so ergiebt sich 


1 1 1) 
2) d, = ID, DEP, D}N, 
Unmittelbar nach der Definition ist 
(3.) d, = |D}) = 4-/D;}. 


Für die Determinanten D, und D, findet man mittels der Gleichungen 
(4.) ss, =f =), = —-2f, sedfh, = 

folgende Ausdrücke: 
(d.) D,=-8f, D,=-42f—-8fhfı+9f5)- 


Für die Punkte, in denen die Diseriminante D, von Null verschieden 
ist, reduciren sich alle Elementartheiler auf Eins und ist das System 
(1,9, y', y’) kanonisch. 

Ich will nun zunächst den Fall betrachten, dass D,, nicht aber zu- 
gleich auch die Subdeterminante D, im Punkte = 0 verschwindet. Dann 
ist nach (2.) d,=0, folglich auch d, = 0 und die Grössen 0" =1, 0" =y, 
v” = y’ sind bereits drei Elemente eines kanonischen Systems. Ausserdem 
ist aber D, regulär, also auch das vierte bekannt. 

Der Factor x sei jetzt in D, und D,, nicht aber zugleich auch noch 
in D, enthalten. Letztere Determinante ist dann regulär und ausser v°' =1, 
v’—=y ist also noch v“” bekannt. Zur Ermittelung von v“ will ich zu- 
nächst annehmen, dass f, nicht durch x theilbar ist. In der Gleichung (2.) 


1 l 
redueirt sich dann das mittlere Glied rechts auf D?’; das Glied D} 
fällt infolge dessen ganz fort, da es eine höhere Potenz von x enthält und 
x” wird entweder gleich derjenigen Potenz von x, die in D,, oder gleich 
1 
der, die in D” enthalten ist. Im ersten Falle ist D, regulär, also v 
Journal für Mathematik Bd. CXVII. Heft 1. 3 


Ve- 
„u 
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funden; im zweiten Falle ist d,=+/D;}, mithin nach (3.): 
= 10;, d,=30,, = 2d,= 28, 


Alsdann braucht man also nur das kanonische Element v®”, das durch x“ 
theilbar ist, ins Quadrat zu erheben, um eine durch z* theilbare Function 
zu erhalten; nur ist noch festzustellen, ob, wenn man dieselbe in die Form 
ay’+a,y’+u,y+%, bringt, «, an der Stelle e= 0 nicht verschwindet. Nun 
ist folgende Grösse identisch durch x%*% theilbar: 


. | 
. BE 


's Br $ Ss, | 

EB 09 "1 2 ey “al 2 2 

w"=|, „[ermi ZuEl  eeEE 
Br 5 v9 ver u 23 Br ° 


Da f, verschwindet, so bleibt in (w)’, wenn man y* auf niedrigere Po- 
tenzen redueirt, der Coefficient von y° gleich dem doppelten Producte derer 
von y’ und y in w“. Diese sind aber unter der zu Grunde liegenden Vor- 
aussetzung: D,=E0, £&=E0 (mod.x) beide nicht durch x theilbar, und so 
kann das kanonische Element v® in der That auf diese Weise erhalten 
werden. Der Üoefficient von y° möge in demselben wieder zu 1 gemacht 
und demgemäss dv = const. 5" fs (w’)” bezw. const. fs (v’)’ gesetzt werden, 

[Hebt man die Einschränkung: fi = 0 auf, so tritt für 5 der Ausdruck 


k=3 
F= = f(y) = 4, -3fi +28 Sof; 


ein, der ja auch ursprünglich in (2.) an der Stelle von f, steht. In (we) 
bildet dann das Produet const. D,.F den Factor von y’.] 
Unter den Linearfactoren, die der Bedingung 
D,=0, D,=0, D,:E0 (mod.r) 


genügen, bleiben noch diejenigen zu betrachten, die auch in f enthalten 
sind. Aus den Gleichungen 


D,=-8f, -+D.=2f(R-4h)+9f 
folgt, dass dieselben auch in £—4f, aufgehen. Zu den Determinanten, die 
identisch durch x’% theilbar sind, gehört nun auch 

8, 8 s| 14, 0, af, 
lt, af, 2R—Ah = +12). 
8, S;. 55 af, af. Ifhf 
Da f£—4f, durch x theilbar ist, kann f£+12/, dies nicht auch sein; 
denn sonst müssten f, und f, den Factor z besitzen, und D, = —B8f, ist als 
nicht durch x theilbar vorausgesetzt. Somit muss f; durch z=’* theilbar, 
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also |! >20, sein; nach (3.) ist ferner |D;! — 40,, folglich 


—— 
—— 


Eu 
ID! a) = 30h, 
und hierbei ist d, >0. Wie Gleichung (2.) besagt, ist x’ 
Potenz von x, die gleichzeitig in 


aber die höchste 


1 1 1 1 


D’, Dyfi, DS 
enthalten ist. Besitzt also die zweite dieser Grössen eine höhere Potenz 
von x zum Theiler, als ©”, so muss d, einen der beiden Werthe 4|D,;| 
oder 4/D,} annehmen. Im ersten Falle ist D, regulär, also v“ bekannt; 
im zweiten ist 


6,=20, mithin dd, = ld, 6; 


v kann also z nur in gleicher Potenz enthalten, wie v”, lässt sich mit- 
hin gleich y.v“ setzen. 

Bezeichnet, wie bereits an früherer Stelle, ©“ diejenige Function, 
die man erhält, indem man die identisch durch +’ theilbare Funetion 
w“’ durch ihren ersten Coefficienten D,_, dividirt, so sind bisher die fol- 
genden kanonischen Systeme aufgetreten: (1, 9, y’, ), (A, y, y, ve”), 
(1, 9, 09, 09), (1, 9, 0”, const.f'(@®)), (1, 9, 00, yo?) 

Diese fünf Typen reichen nun auch für die allein noch zu be- 
trachtenden Punkte aus, wo D;,, D,, D, eine gemeinsame Nullstelle be- 
sitzen. In diesen Punkten verschwinden alle*) Determinanten zweiter 
Ordnung des Systems (s,,;,. Auf Grund der Annahme f, = 0 erhält 
man aber 


a 5 |: 20 ut. ah 
s, a oh. FR‘ u Bi =d(p-2f,) 


Somit wird jeder der Coeffieienten f;, f, fi, also auch jede der Wurzeln 
Yo, Yı, Y:, Y%; In jenen Punkten zu Null. Die höchste Potenz von x, durch 
welche alle vier Wurzeln theilbar sind, ist, wie oben gezeigt wurde x" = x“. 
Folglich genügt 


y-= 


zei 





*) Wenn D,„_-1, Da-2, ..., D; (mod.x) verschwinden, sind alle Determinanten (i+1)-ter 
Ordnung aus (s.+5) durch & theilbar. Es ist dies ein leicht herzuleitender Satz; in all- 
gemeinerer Form ist er im Journal für Mathematik, Bd. 99, S. 358 von Kronecker 
bewiesen. 


3 ir 
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einer Gleichung 

V+HRy—hy+f =(, 
in welcher kein Coefficient bei = (0 unendlich gross und mindestens einer 
von Null verschieden ist. Die Elementartheiler x“ des Systems (y) stehen 
zu denen von (y;) in der folgenden einfachen Beziehung: die Determinanten 
Ya, , deren grösster gemeinsamer Theiler, (mod.«) redueiıt, ai ist, sind 
homogene Functionen 4i(ö-+1)-ter Dimension von Yo, Yı, +++, 9.13 folglich ist 


ha Yu, _ HicH1)e, | 40, Ir uni 
IN orteinumd; ac a‘ c. . Yasu, yo u;|\? 
mithin 
und 


ld, , =i.ste, 
Da unter den Funetionen E, E fi nicht jede durch x theilbar und mithin 
& = 0 ist, kann das System (1, y, y’, y’) nach einer der oben angegebenen 
Methoden in ein (mod.x) ihm äquivalentes und zugleich kanonisches trans- 
formirt werden, das mit (1, v®, v®, v®) bezeichnet sei. Man kann sich 
nun leicht überzeugen, dass v® eine homogene Function iter Dimension 
Von Yo, +, 9% ist; denn das erste Glied ist y’ selbst; y’' hat aber eine 
rationale Function von f, fi, fi, zum Coeffieienten, in welcher die Di- 
mension des Zählers, wenn man denselben als symmetrische Function von 


Yıs >, 9, betrachtet, um 1 höher ist als die des Nenners; beim nächsten 
Glied ist die Dimension des Zählers um 2 höher u. s. f.; bedeutet also v” 


dieselbe Funetion von 9, f, fs, f, wie v®" von 9, fs, fs, fi, so besteht 
zwischen den eonjugirten Werthen von v® und v“ die Gleichung 

um — rap, 
Da die eonjugirten Werthe von v® durch x” theilbar sind, so enthalten 
diejenigen von v® hiernach den Theiler =’; der erste Coeffieient ist in 
v, wie in v®, gleich 1; die übrigen sind rationale Funetionen von fi, fs, fa 
und da ihre Zähler von höherer Dimension sind, als die Nenner, so enthalten 


sie z in höherer Potenz, als die Coeffieienten von v®, sind also, wie diese, 
im Punkte 2=0 endlich. Das so zu erhaltende System (v”), das eine 
der oben angegebenen Formen besitzt, ist also (mod.x) dem System (y') 
äquivalent und kanonisch. — 
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Nachdem nunmehr alle Punkte im Endlichen berücksichtigt sind, 
möchte ich die verschiedenen kanonischen Formen, in welche die Basis 
des allgemeinen biquadratischen Körpers gesetzt ist, nochmals zusam- 
menstellen. 

Ich gehe dabei von dem System (y') aus, in welchen y, = 2° y, und 
& = 0) ist, so dass mindestens eine der Hauptdeterminanten D,, D,, D, bei 
z=0 nicht verschwindet. Um zu dem ursprünglichen System (y;) zurück- 
zugehen, hat man nur zu berücksichtigen, dass 


= 4ili4l)+46, = iete 
und eine homogene Function öter Dimension von Yu, Yı, +», 4,._, um den Faetor 
x” von der gleichen Function von Yı, Yı, +... 4. verschieden ist. Ist z. B. 


T 2. 20, s . 
D; regulär, d.h. nur durch ©‘ theilbar, so ist auch D; 


; regulär, d. h. nur 
2); . u . . . . u . . 
durch x ' theibar; denn D, hat die Dimension i@-+1), folglich ist 


(Ö, d;) 


D,= 2" D,=x D. 


Ist für = 0 schon D, #0, o it =, = ,—=(, folglich , = 3&,, 
&—=2e, und das System (1, y, y’, y’) selbst kanonisch. Denn bei identisch 
verschwindendem f = y,tyıty+y; ist x" mit derjenigen Potenz von x 
identisch, die in allen vier Wurzeln y, enthalten ist. 

Ist D,=0, D, + 0, so ist D,, also auch D, regulär; ausserdem ist 
,=&—=(0, also 3—=2e. Ein kanonisches System bilden in diesem Falle 
die Grössen: (1, y, y’, e). 

Verschwinden D, und D, bei 2=0, so ist D, dort von Null ver- 
schieden. Mithin ist auch D, (mod.z) regulär und (1, y, oe”) sind zunächst 
drei kanonische Elemente. Ist D,, also auch D, regulär, so ist auch das 
vierte bekannt. Sonst sind zwei Fälle zu unterscheiden, unter denen ich 


besonders den ersten hervorheben möchte: a) Wie f., sei auch f, bei 2 = 0 
von Null verschieden; es enthalte also, was dasselbe besagt, f, nur die 
Potenz x’ und £; nur x”. Dann besteht — wenn D, nieht regulär ist —, 
wie oben gezeigt wurde, die Relation: = 2s, welche für die ursprüng- 
lichen Elementartheiler lautet: 3, = 2,—e. Nun ist | 

8, $ ) u. 8 SS, $, > 
s, "die % s, yr r . =-öpy—lapy—4ß 


identisch durch x°*" theilbar, also (w®)* durch =’'*%, Jeder Coeffieient 


vw) — 
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in (w'®)’ enthält aber den Factor 2°, und zwar der von y’ auch nur diesen. 
Dividirt man durch denselben, so erhält man einen Quotienten der gerade, 
noch durch =“ = x” theilbar ist. (Ich will beiläufig bemerken, dass in 
diesem Falle d, immer eine ganze Zahl ist, die man von vornherein auf 0 
redueirt, wenn man voraussetzt, dass y keinen rationalen Theiler besitzt.) 


b) Sonst ist allein noch der Fall zu betrachten, dass D,, D,, f; im Punkte 
= (0) verschwinden, und zwar D, von höherer Ordnung als x”. Dann ist 


&, = &, Mithin 3, = &+e, und y.v® das noch fehlende kanonische Element. 

Bei diesen Betrachtungen hat sich ein ausserordentlich einfaches 
System von Relationen ergeben, durch welches die Elementartheiler =“ mit 
den Hauptdeterminanten D, bezw. unter einander verbunden sind. Betrachtet 
man zunächst &, als gegeben, so ist entweder D, regulär, d. h. nur durch 
x“ theilbar, oder & = 2e.. 

Betrachtet man auch & als gegeben, so ist entweder D, regulär, 

d.h. nur durch x°**® theilbar, oder es besteht eine der Gleichungen: 

= 2, 8 = +8, 

Die angegebenen Relationen schliessen einander nicht aus; es geht aus 
ihnen hervor, dass sich & nur dann beliebig weit von &, und sich &, nur dann 
beliebig weit von & und e, entfernen kann, wenn D, bezw. D, regulär 
sind. — An die Voraussetzung, dass f\ =y+yı+y.+y; identisch ver- 
schwindet, sind diese Beziehungen nicht gebunden; denn die Elementar- 
theiler, wie die Determinanten D, hängen nur von den Differenzen der 
Wurzeln ab. 

Nach einem von Herrn Hensel hergeleiteten Satze*) wird durch die 
Nenner der Brüche &, unmittelbar die Zahl der Blätter der dem Körper 
(x, y) zugehörenden Riemannschen Fläche gegeben, die in dem betreffenden 
Punkte mit einander zusammenhängen. Ich habe deshalb auch die Grösse 
dieser Nenner für alle verschiedenen Fälle mit festgestellt, und da ich hier- 
bei mehr auf die Einzelheiten eingegangen bin, als Herr Hensel in der 
Abhandlung: „Ueber die Verzweigung der drei- und vierblättrigen Riemann- 
schen Flächen“**), so gedenke ich diesen Theil meiner Arbeit gelegent- 


*) Ueber die Ordnungen der Verzweigungspunkte einer Riemannschen Fläche. 
Sitzungsbericht d. Berl. Akademie vom 17. Okt. 189. 
**) Sitzungsbericht d. Berl. Akademie vom 28. Nov. 1895. 
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lich auch zu veröffentlichen. Bei der Herleitung der kanonischen Systeme 
gleichzeitig auf die Verzweigungen in der Riemannschen Fläche Bezug zu 
nehmen, schien sich mir nicht zu empfehlen. Denn nur um ein Beispiel 
anzuführen: das System (1,y, y’, y’) ist sowohl für unendlich viele von 
den Punkten kanonisch, wo alle vier Blätter der Riemannschen Fläche von 
einander getrennt bleiben, wie für einen T'heil derer, wo alle vier mit ein- 
ander zusammenhängen, und so kann allgemein derselbe Typus des ka- 
nonischen Systems Windungspunkten verschiedenster Ordnung entsprechen. — 

Es sei noch darauf hingewiesen, dass, wie Herr Hensel im Journal 
für Mathematik, Bd. 115 näher ausgeführt hat, die Einführung homogener 
algebraischer Formen ein Mittel bietet, durch das sich alle Betrachtungen 
obiger Art von vornherein auch auf den unendlich fernen Punkt ausdehnen 
lassen. 

Zum Schluss möchte ich auch an dieser Stelle dem Danke Ausdruck 
geben, den ich Herrn Hensel sowohl für die Anregung zu dieser Arbeit, 
wie für sein warmes Interesse an ihrer Durchführung schuldig bin. 























Ueber den Pohlkeschen Satz. 


(Von Herrn Friedrich Schur in Aachen.) 





Der sogenannte Pohlkesche Fundamentalsatz der Axonometrie sagt 
bekanntlich aus, dass irgend drei von einem Punkte ausgehende Strecken 
OX, OY, 0Z einer Ebene stets als schiefe Parallelprojeetionen dreier gleich 
langer auf einander senkrechter Strecken wS, »n, ®& des Raumes angesehen 
werden können. Der Beweis dieses Satzes kann schwerlich einfacher dar- 
gestellt werden als auf dem Wege, den Herr H. A. Schwarz im 63. Bande 
dieses Journals angegeben hat. Aus dieser Darstellung fliesst zugleich eine 
einfache Lösung der Aufgabe, aus den gegebenen Bildstrecken das Original- 
Axenkreuz zu construiren. In den Anwendungen kommt es aber weniger 
auf die Lösung dieser Aufgabe an als vielmehr darauf, direct die Länge 
der gleichen Strecken »&, ®n, w& zu finden, wodurch ja die Verkürzungs- 
verhältnisse bekannt sind. Zudem ist diese Aufgabe im Gegensatze zu der 
obigen eine eindeutige. Da jene Länge diejenige der kleinen Halbaxe der 
Ellipsenfläche ist, als welche sich die um » als Mittelpunkt mit w$ als 
Radius beschriebene Kugel projieirt, so kommt alles auf die Bestimmung 
dieser Umrissellipse an. Für diese Aufgabe sind durch Beck und Pelz*) 
Lösungen gegeben worden, welche schliesslich das Ziehen einer so geringen 
Zahl von Linien erfordern, dass eine heduction, also eine noch grössere 
Genauigkeit kaum wird erreicht werden können. Aber diese Constructionen 
beruhen auf einer Reihe nicht ganz elementarer und jedenfalls rein geometrisch 
schwer zugänglicher Sätze, so dass einmal ihr Verständniss dem jungen 
Studirenden nicht ganz leicht sein mag, dann aber der Praktiker Mühe 
haben wird, die betreffenden Regeln dem Gedächtnisse einzuprägen. Dem 


“) S. Pelz, Ueber einen neuen Beweis des Fundamentalsatzes von Pohlke, Ber. der 
Wiener Akademie d. Wiss. 1877. Beck, Ueber die Fundamentalaufgabe der Axonometrie, 
dieses Journal, Bd. 106, S.121 ff. Pelz, Zur klinogonalen Darstellung der Rotationsflächen, 
Ber. d. böhm. Ges. d. Wiss. vom 22. Febr. 1895. 
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gegenüber will der Verfasser eine Construction der Umrissellipse entwickeln, 
welche einerseits an Kürze den obigen Lösungen schwerlich etwas nach- 
giebt, andererseits aber zu ihrem Verständnisse nur ganz elementare Sätze 
über affine Verwandtschaft und conjugirte Durchmesser einer Ellipse vor- 
aussetzt. Es knüpft sich hieran ein anscheinend neuer elementarer Beweis 
des Pohlkeschen Satzes, wie denn hier überhaupt gar keine besondere Vor- 
aussetzung gemacht werden soll. 

Hat man drei zu einander senkrechte Kugelradien »&, wn, w£, so 
werden dieselben in irgend einer Richtung auf irgend eine Bildebene in 
drei Strecken OX, OY, OZ derart projieirt, dass z.B. OX und OY zwei 
conjugirte Halbmesser der Ellipse e sind, in welcher der grösste Kugel- 
kreis 7 der Ebene »$n projieirt wird, und Analoges gilt von den übrigen 
Radienpaaren. Der Kugel ist zugleich längs eines Kreises o ein gerader 
Projeetionseylinder umschrieben, welcher die Bildebene in der Umrissellipse s 
der Kugel schneidet, und die Ellipse s wird von jeder der Ellipsen a, b, e 
in den Endpunkten je eines Durchmessers berührt, welche den Schnittpunkten 
von o mit den Ebenen wnL, wS$, wän entsprechen. Sind v,, v, etwa die 
Schnittpunkte von y und o, so liegen die auf v,v, senkrechten Durchmesser 
der beiden Kreise 7 und o einerseits in einer auf v,», senkrechten Ebene, 
andererseits in einer zu den 'l’angentialebenen der Kugel in v, und v, paral- 
lelen Projectionsebene. Aus dem ersten Umstande folgt, dass diese Ebene 
durch © geht, aus dem zweiten daher, dass der Punkt Z auf dem der Be- 
rührungssehne N,N, der beiden Ellipsen s und ce für beide conjugirten 
Durchmesser liegt; Analoges gilt natürlich für die Ellipsenpaare s, a und s, b. 
Wir haben also die drei Ellipsen a, b, c, welche durch die conjugirten Halb- 
messerpaare OY, 0Z; OZ, OX; OX, OY resp. bestimmt sind, und diese drei 
Ellipsen werden von einer vierten Ellipse s in den Endpunkten der den Halb- 
messern OX, OY, OZ resp. conjugirten Durchmesser doppelt berührt. Es ist 
klar, dass diese Beziehungen der vier Ellipsen nicht verändert werden, wenn 
die ganze Figur irgend einer affınen Transformation unterworfen wird. Diese 
Bemerkung ist wichtig für die Zurückführung unserer Aufgabe auf einen 
unmittelbar zu erledigenden Fall. 

Sind nämlich umgekehrt irgend drei von einem Punkte O0 ausgehende 
Strecken OX, OY, OZ einer Ebene gegeben (s. Fig.), und wird angenommen, 
sie stellten die schiefe Parallelprojeetion eines noch unbekannten Axendreikants 
w&nG dar, so können wir uns zunächst die drei Ellipsen a, 5b, e construirt 
Journal für Mathematik Bd. CXVII. Heft 1. 4 
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denken, und die Ellipse s wäre dann vollkommen bestimmt durch diejenigen 
drei Durchmesser dieser drei Ellipsen, welche den drei nach OX, OY, 0Z 
fallenden Durchmessern für die jedesmal durch die beiden anderen Halb- | | 
messer bestimmte Ellipse conjugirt sind. Es frägt sich nur, ob bei be- | | 
liebiger Annahme von OX, OY, OZ auch die so bestimmte Ellipse s immer | 
in den Endpunkten jener drei Durchmesser doppelt berührt wird. Um dies 
einzusehen und zugleich eine einfache Construction dieser Ellipse zu finden, 
verwandeln wir die Figur OXYZ in eine solche ihr perspectiv-affine Figur 4 
0,X,YZ, das 0,Y 1 0,Z ist. Hierzu braucht man ja nur das gleichschenklig- | 
rechtwinklige Dreieck 0,YZ über YZ als Hypotenuse zu construiren und X, 4 
zu bestimmen als Schnittpunkt der Parallelen durch X zu 00, und der Ver- 
bindungslinie von 0, mit dem Schnittpunkte von OX und YZ. 
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Für die neue Figur 0,X,YZ ist ja unmittelbar das Axenkreuz 0,5,YZ 
bekannt, dessen schiefe Parallelprojection sie darstellt; man braucht nur 
5, auf dem in O, auf der Bildebene errichteten Lothe so zu wählen, dass 
0,5 = 09,Y = 0,2 ist. Für die neue Figur existirt sicher eine Ellipse von 
den oben (8. 25) angegebenen Eigenschaften, es gilt daher auch dasselbe 
für die ursprüngliche Figur OXYZ. Was nun die Construction von s, be- 
trifft, so ist zuerst zu bemerken, dass die auf 0,X, senkrechte und 0,Y 
gleiche Strecke 0,D, die eine Halbaxe dieser Ellipse ist, weil ja die 
Ellipse c,, welche durch die beiden conjugirten Halbmesser 0,Y 1 0,Z be- 
stimmt ist, in einen Kreis übergeht. Die darauf senkrechte Halbaxe O,E, 
ist offenbar die schiefe Projeetion des auf 0,D, und X,5, senkrechten Kugel- 
halbmessers O,&,= 0,Y so zwar, dass E,s, || X,S, ist (in der Figur ist die 
Ebene 0,5, um 0,X, in die Bildebene geklappt). Es ist demnach 
AO, Eu, Z A&,A,0,Z AD,X,0,, so dass O,E, = X,D,, also unmittelbar be- 
kannt ist. Es entspricht das ja dem bekannten Satze, dass X, ein Brenn- 
punkt der Umrissellipse s, ist; wir wollten diesen Satz hier nicht voraussetzen. 

Nachdem auf diese Weise die beiden Halbaxen 0,D, und O,E, von 
s, gefunden sind, ergeben sich die beiden conjugirten Halbmesser OD und 
OE von s daraus, dass DD, || EE,|00, und DE sich mit D,E, auf YZ 
schneidet. Hieraus kann man die grosse und die kleine Halbaxe O« und 
05 der Umrissellipse in bekannter Weise construiren, so dass 05 den ge- 
suchten Radius der Kugel um das Axenkreuz darstellt. 

Soll dieses Axenkreuz w&nC selbst construirt und damit zugleich 
seine Existenz, also der Pohlkesche Satz bewiesen werden, so werden wir 
zuerst die Axe Ow des geraden Cylinders zu bestimmen haben, welche aus 
der Bildebene die Umrissellipse s ausschneidet. Sie liegt in einer zur Bild- 
ebene senkrechten Ebene durch O« und bildet mit O« einen Winkel, dessen 
Sinus 0P:0« ist; es giebt natürlich zwei Lagen für diese Axe, welche 
symmetrisch zur Bildebene sind. Da die Ellipsen a,, b,, c, ganz innerhalb 
der Ellipse s, liegen, so liegen auch die Ellipsen a, 5b, e ganz innerhalb 
der Ellipse s, die Ow parallelen Projeetionsstrahlen der Punkte XYZ also 
innerhalb des s projieirenden geraden Uylinders, so dass diese Projections- 
strahlen die dem Cylinder eingeschriebene Kugel um ® in dreimal zwei 
Punkten &, €; n, n'; &, € schneiden werden. Ist wieder N,N, der Be- 
rührungsdurchmesser der Ellipsen ce und s und OM ein dazu conjugirter 
Halbmesser von s, so schneiden die Projeetionsebenen von ON, und OM die 
4* 
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auf ihnen senkrechte Ebene des Berührungskreises o des geraden Cylinders 
mit der Kugel in zwei auf einander senkrechten Halbmessern wv, und wu, 
so dass diese Ebenen selbst auf einander senkrecht stehen. Ist daher OL 
ein zu ON, eonjugirter Halbmesser von c, so schneidet der Projectionsstrahl 
durch Z die Kugel in zwei solchen Punkten % und 4, dass wv, und wi 
resp. @4 conjugirte Halbmesser der Ellipse 7 resp. y' sein werden, in 
welcher der Projeetionscylinder von ce die Ebene wv,A resp. wv,A' schneidet; 
diese Ellipsen y und y' sind folglich grösste Kreise unserer Kugel. Ebenso 
projieiren sich natürlich die Ellipsen « und 5 auf die Kugel in je zwei 
grösste Kreise «, « und /, P'. 

Enthalten nun y resp. £ die Punkte 5 und n resp. $ und Z, was ja 
nur Sache der Bezeichnung ist, so ist sicher ws Lwn und w$_LwL. Da 
die Axe w& aber auch in der Projeetionsebene von OM liegt, so steht sie 
auch senkrecht auf der ebenfalls in der Ebene win gelegenen Geraden wr.. 
Da wv, niemals mit »$ zusammenfallen kann, es müssten denn die Punkte 
0, Y, Z in einer Geraden liegen, so steht 5 auf der Ebene w&n senkrecht, 
die Figur w&nd ist also winklich ein rechtwinkliges Axenkreuz; ebenso 
natürlich die Figur wE'n'Ü. Es ist nicht schwer, nachdem man etwa die 
orthogonale Projection O0’ von » auf O« beliebig angenommen hat, die ortho- 
gonalen Projectionen von $, n, 5 durch Constructionen in der Bildebene zu 
ermitteln. Doch glaubten wir die Ausführung des geringen praktischen 
Interesses wegen fortlassen zu müssen. Hingegen wird es vielleicht nützlich 
sein, unsere Construction der Umrissellipse zu wiederholen, indem wir derselben 
eine solche Fassung geben, dass der Rücksicht auf schleifende Schnitte oder 
unzugängliche Schnittpunkte ein geeigneter Spielraum gewahrt bleibt: 

Sind drei beliebige Strecken OX, OY, OZ einer Ebene gegeben, so 
findet man die Umrissellipse der dem rechtwinkligen Axenkreuze, dessen Parallel- 
projection jene Strecken darstellen, umschriebene Kugel folgendermaassen : 
Entspricht in der affinen Verwandtschaft, bei welcher dem Dreiecke OYZ das 
bei O, rechtwinklige und gleichschenklige Dreieck O,Y,Z, zugeordnet ist, dem 
Punkte X der Punkt X,, so mache man O0,D, 1 O0,X, und = 0,Y = 0,Z, nehme 
ferner E, auf der Geraden O,Ä, so an, dass O,E,= D,Ä, ist; entsprechen 
dann in jener affinen Verwandtschaft den Punkten D, und E, umgekehrt die 
Punkte D und E, so sind OD und OE zwei conjugirte Halbmesser der ge- 
suchten Umrissellipse. 




















Ueber die Darstellung der Integrale erster Gattung 


durch ein Fundamentalsystem. 
(Von Herrn K. Hensel.) 


Ass eine Anwendung und Erweiterung der in meiner Abhandlung 
„Ueber einen neuen Fundamentalsatz in der Theorie der algebraischen Fune- 
tionen einer Variablen“ (dieses Journal Bd. 115 S. 254) gefundenen Resultate 
soll in dieser Arbeit eine vollständige Darstellung aller Integranden erster 
Gattung eines Gattungsbereiches oder Körpers durch ein Fundamentalsystem 
gegeben, und hierauf die charakteristische Eigenschaft eines solehen Funda- 
mentalsystemes hergeleitet werden; ich benutze hier die Bezeichnungen jener 
Arbeit, ohne sie noch einmal zu erklären. 


“i 


Die Integranden und die algebraischen Formen erster Gattung. 


Zunächst sollen die Bedingungen kurz angegeben werden, denen eine 
algebraische Function Y eines beliebigen Bereiches ®(z) genügen muss, 


damit das algebraische Integral x Ydx allenthalben endlich, also ein Integral 


der ersten Gattung ist. Bekanntlich ist dies dann und nur dann der Fall, 
wenn für jeden Werth 


der unabhängigen Variablen, also auch für x = », d.h. für =0 das 
Differential Ydx sich auf Null redueirt. 


ne ri . i x 
Setzt man wie in der vorigen Arbeit x = z— also 


x,de, —x, de, 


de = ZT 
T, 

und setzt die homogene algebraische Form der —2ten Dimension: 
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so geht das zu untersuchende Differential über in: 
(1.) Ydz = n(m,de, —x,de;). 
Es sei nun S=a,r,—a,z, derjenige homogene Linearfactor, dessen Null- 


a . ae . ° . 
stelle € = a ist und ferner sei < =b,2,—b,x, irgend ein anderer Linear- 


factor, dessen Nullstelle I nicht mit — zusammenfällt.e Aus der be- 
kannten Identität: 

(a,b,—a,b,)(2,de,—x,dae,) = Sdi—$ds 
ergiebt sich dann, dass sich die beiden Funectionaldeterminanten (x, dz,— x,d«,) 
und (d3—Sds) nur um eine nicht verschwindende Constante unterscheiden. 
Hiernach kann also die Bedingung dafür, dass das zu untersuchende Integral 
von der ersten Gattung ist, so ausgesprochen werden, dass für jeden 


Linearfaetor $ 
” a 
lim (n@ds-845)) = Nm (2”.n.(5)) = 0 
E=0 


ist. Da nun an der Stelle &= 0 


\ 


(3) im( 5 es TER 
d\—) = imIi— —I|- = lim-— 
\ & E=0 5 EV, & 


Ss S 
ist, so geht jene Bedingung über in lim($!n) = 0, oder weil & für <= 0 
nicht verschwindet in die einfachere: 
lim(£7) = 0. 

Das Integral / Ydzx ist also dann und nur dann von der ersten 
Gattung, wenn Y=x;7 und n eine solche homogene Form der 
—2ten Dimension ist, dass für jeden Linearfactor $ das Produet 

(57) an der Nullstelle von 5 verschwindet. 
Ist nun n irgend eine algebraische Form des Bereiches G(z,z,) von 
beliebiger Dimension, so verschwindet das Product (£n) nebst seinen » Con- 
jugirten dann und nur dann an der Stelle $=0, wenn in der Gleichung 


nten Grades, für (57) alle Coefficienten mindestens durch die erste Potenz 
von 5 theilbar sind, wenn also der grösste gemeinsame Theiler der » con- 


jugirten Formen (&n,,...., &n,) eine positive Potenz von & als Factor ent- 
hält. Also muss der grösste gemeinsame Theiler von (m, ...,,) selbst 
eine Potenz von $ enthalten, deren Exponent grösser ist als —1. Eine 


homogene Form n, für welche das Product ($n) stets für $= 0 verschwindet, 
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wie auch der Linearfactor 5 gewählt sein möge, soll im Folgenden eine 


algebraische Form der ersten Gattung genannt werden. Genügt nun n der 
Gleichung nten Grades: 


"+Ala2)n"" + +A,l0) = 0, 


so ist der grösste gemeinsame Theiler von (7,, ..., 7,) durch die Gleichung 


1 1 l 
d(x,. &,) = (A. A. 4 .. 0% A .) 


n 


bestimmt; also ist 7 dann und nur dann eine Form der ersten Gattung, 
wenn diese rational bestimmbare Wurzelform d(z,. x,) jeden Linearfactor & 
erhoben zu einer Potenz enthält, deren Exponent grösser ist als —1. Das 
bis jetzt gefundene Resultat kann hiernach in dem folgenden Satze aus- 
gesprochen werden: 


Das algebraische Integral / Ydz ist dann und nur dann ein 
Integral erster Gattung, wenn die homogene Form der —2ten 
a i E.’/. n 
Dimension n = „,; eine Form der ersten Gattung ist. 


Hierdurch ist also die Aufsuchung der Integrale erster Gattung voll- 
ständig auf die Darstellung aller homogenen Formen der ersten Gattung 
zurückgeführt, denn man braucht ja aus ihnen nur alle Formen der —2ten 
Dimension auszusuchen, um alle jene Integranden zu erhalten. 

Die Formen erster Gattung stehen den ganzen algebraischen Formen 
am nächsten, denn während jene vollständig dadurch charakterisirt sind, 
dass ihr Theiler eine ganze Wurzelfunction ist, kann er für diese zwar ge- 
brochen sein, jedoch müssen seine negativen Exponenten sämmtlich echte 
Brüche sein; jene Theiler müssen also an jeder Stelle 5= 0 von niedrigerer 


Ordnung unendlich klein werden, also oder als irgend eine rationale 


It 


Form von (x,, &,), welche an derselben Stelle unendlich wird. Die Formen 
erster Gattung bilden hiernach einen Bereich, welcher den der ganzen 
algebraischen Formen als Theilbereich umfasst. 

Für die Formen erster Gattung gelten nun die folgenden leicht zu 
beweisenden Sätze: 

1) Die Summe zweier (oder mehrerer) Formen erster Gattung von 
derselben Dimension ist wieder eine Form erster Gattung. Denn sind für 


jeden Linearfaetor & die Producte ($n) und (57) nebst ihren conjugirten 
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für £&=0 ebenfalls gleich Null, so gilt dasselbe auch von ihrer Summe, 
d.h. von &n+7/). 


2) Das Product einer beliebigen Form erster Gattung 7 und einer 
anderen ganzen algebraischen Form n ist wiederum eine Form erster Gat- 


tung. Denn ist für jeden Linearfactor & (£7)=0 an der Nullstelle von $&, 


so gilt dasselbe auch von dem Producte &(7n), wenn n algebraisch ganz 
also allenthalben endlich ist. 


Hieraus ergiebt sich als Corollar, dass auch das Product «n der 
ersten Gattung angehört, wenn x eine beliebige ganze rationale Form von 
(£,, 2.) Ist. 

3) Eine rationale Form « von x, ©, ist dann und nur dann von der 
ersten Gattung, wenn sie ganz ist, denn besässe sie einen Nenner £&, so 
könnte $u an der Stelle &=0 nicht verschwinden. 


- 


Endlich ergiebt sich aus den beiden ersten Sätzen noch der folgende: 


4) Sind (n,...,n”) irgendwelche Formen erster Gattung, so ist 
jede homogene Form: 


N = un) + +u,n) 
ebenfalls eine solche Form, wenn «, ..., a, beliebige ganze rationale 
Formen von z,. x, sind. 


Die Beziehung zwischen den Fundamentalsystemen für die ganzen algebraischen Formen 


und für die Formen erster Gattung. 


‘In der bereits erwähnten früheren Arbeit habe ich nachgewiesen, 
dass alle ganzen homogenen Formen 7 und nur sie durch ein sogenanntes 
Fundamentalsystem (n®,...., 7”) in der Form: 

n = un") +-..+u,n” 
dargestellt werden können, deren Üoefficienten ganze homogene Formen 
von (2,, 2,) Sind. 

Ich will jetzt zeigen, dass man ganz ebenso die Formen erster Gat- 
tung 7 und nur sie eindeutig durch ein „Fundamentalsystem für die Formen 


erster Gattung“ (7, ..., 7”) in der Form: 


n = un" +-+u,n” 
mit ganzen Üoefficienten ı,, ..., a, darstellen kann. 
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Hierzu führen die folgenden Bemerkungen über algebraische Systeme 


und ihre reeiproken Systeme. Es seien 


(1) (2) (n) 
N b 7 9 RR m N 
» beliebige aber unabhängige homogene Formen, es soll also die Deter- 


minante des algebraischen Systemes 


(1) (n), 
N 1 
i) PB 
(m) = 
(1) (n) 
N N - N 


von Null verschieden sein; dann giebt es ein und nur ein zu diesem reei- 
prokes System: 

NN 
MR) =N: 
(1) 7”) 


g > Er In 
welches mit ihm componirt das Einheitssystem ergiebt. Die Elemente des- 

selben ergeben sich aus den Gleichungen: 

1.) a 

H 
wo H=|n{’| und A die zu dem Elemente »;” gehörige Unterdeterminante 
(na—1)-ter Ordnung von FH bedeutet. Also sind die Elemente n rationale 
Funetionen von (z,. ©,) und den » conjugirten Grössen 9%. ..., Y., Jedoch 
folgt aus der obigen Darstellung (1.) der Elemente n|” leicht, dass allge- 
mein die Elemente der Akten Zeile des reeiproken Systemes nur von y, und 
(2, 2,) explieite abhängen. Vertauscht man nämlich in (1.) irgend zwei con- 
jugirte Grössen y, und y, mit einander, so bleibt, falls beide von y, ver- 
schieden sind, |” ungeändert, weil auf der rechten Seite, sowohl der Zähler 
als der Nenner sein Zeichen ändert; vertauscht man dagegen y, selbst 
mit einem conjugirten Elemente y, so gehen 4 und H bezw. in 


—H® und —H über, d.h. n® wird hierdurch in »” verwandelt. Die Ele- 
mente |” der kten Zeile von (n”) sind also symmetrische Funetionen von 
Yır- = 3 Yr-ır Yarıı » +, %u Können also als rationale Functionen von y;, ©, ®; 
dargestellt werden, und die » Elemente 7”, ..., n() einer Verticalreihe sind 
ebenso wie n, ..., n\” eonjugirte algebraische Funectionen. 

Sind ferner 4,, 4, ..., 4, die Dimensionen der homogenen Formen 


rd. ....n®,. so sind auch n®, .... 7” homoeen und ihre Dimensionen 
7) Du Bu D / 4 
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sind bezw. —u,, —i ..., —u,, denn in der Darstellung (1.) eines jeden Ele- 
mentes n(? des reciproken Systemes hat der Nenner die Dimension (u, +---+u,), 
der Zähler die Dimension (w+--+u,)—u,, weil in ihm die ite Colonne 
von H fortgelassen ist, also besitzt |? in der That die Dimension —u,. 
Sind die Elementartheiler der beiden Systeme (n{) und (n() beziehlich 


N 
so sind nach einer bekannten Eigenschaft der reciproken Systeme die einen 
abgesehen von ihrer Reihenfolge die reciproken Werthe der anderen, es ist 
nämlich allgemein: 
ee 
ent 
denn bei dieser Anordnung ist ja jede der Grössen e.. ...,.e, ein Vielfaches 
der vorhergehenden. 
‘s sei nun speciell (7, ..., 7”) ein Fundamentalsystem für die 
ganzen algebraischen Formen des Bereiches, so soll bewiesen werden, dass 





das reeiproke System (n®, ..., 7”) ein Fundamentalsystem für die Formen 
erster Gattung ist. 

Ist zunächst (7, ..., 7”) ein Fundamentalsystem, so sind die Ele- 
mentartheiler e, ..., e, des Systemes (ni) ganze redueirte Wurzelformen. 
Hieraus folgt zunächst, dass die Elemente »(® selbst sämmtlich Formen 
erster Gattung sind. In der That ist ihr grösster gemeinsamer Theiler 


a . . un 1 > . 
gleich dem ersten Elementartheiler e, = _—- des Systemes (m); alle diese 


n 


Elemente können also in der Form 


Ju yo 

(2.) „ = 
geschrieben werden, wo die Zähler y{” sämmtlich algebraisch ganz sind, 
während der gemeinsame Nenner nach der Voraussetzung nur Linearfactoren 
mit positiven echt gebrochenen Exponenten enthält. Also sind 7, ..., 7” 
in der That sämmtlich Formen erster Gattung. Dasselbe gilt auch von 
jeder Form: 

(3) = +”, 
Wenn %, ..., 24, beliebige ganze rationale Formen von z,, z; sind, denn 
auch diese stellen ja wegen (2.) ebenfalls nur algebraische Formen dar, 


deren Nenner höchstens gleich e, ist. Ist aber umgekehrt n in jener Glei- 
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chung (3.) eine Form erster Gattung, so müssen “,, ..., @, nothwendig 
ganz sein. Multiplieirtt man nämlich die » aus (3.) sich ergebenden Glei- 
chungen: 


— 4 ‚a (n) 
7, = u, + ++u.n, 


Un u u, m. + U, nY” 
der Reihe nach mit n{”, ..., 7” und addirt sie, so erhält man für jeden 
der Coeffiecienten «, die Darstellung: 


j u (Ah) h) (h) 
u, = nm +N N +: NN + 


und da hier die » Formen n\”, ..., n\” algebraisch ganz, aber 


I a 
Formen erster Gattung sind, so müssen @,, ..., @, selbst Formen erster 
(Gattung sein, und da sie rational sind, so müssen sie nach dem Satze (3.) 
am Ende des vorigen Abschnittes nothwendig ganze rationale Formen von 
(7, X,) sein. 


Also ist das System (7, ..., 7”) in der That stets ein Fundamental- 


system für die Formen erster Gattung, wenn sein reeiprokes (7, ..., 7 
ein solches für die ganzen algebraischen Formen ist. Da nun in der vorigen 
Arbeit EEE war, dass ein solches Fundamentalsystem (n, ..., 7”) 


für die ganzen algebraischen Formen stets gefunden werden kann, so ist 
damit auch die Existenz mindestens eines Fundamentalsystemes für die 
Formen erster Gattung dargethan. Hat man nun ausser (7, ..., 7) noch 
irgend ein anderes Fundamentalsystem (7, ..., 7”) für jene Formen erster 
Gattung, so ist jedes Element des einen durch das andere mit ganzen Üoef- 
ficienten darstellbar; da somit die beiden Systeme (n”) und (|) einander 
äquivalent sind, so besitzen sie gleiche Elementartheiler. Demnach besitzt 
auch das reciproke System zu (n, ..., 7°”) dieselben Elementartheiler wie 
(n,...,n) und da diese sämmtlich ganze redueirte Wurzelformen sind, 
so ist auch das zu (7, ...,n”) reeiproke System ein Fundamentalsystem 
für die ganzen homogenen Formen des Bereiches, man erhält somit den 
folgenden wichtigen Satz: 

Ein System ist dann und nur dann ein Fundamentalsystem für 
die Formen erster Gattung eines Bereiches, wenn sein reciprokes 
ein Fundamentalsystem für die ganzen Formen desselben Be- 

reiches ist. 
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Ich möchte an dieser Stelle auf die schöne Arbeit von Dedekind und 
Weber, "Theorie der algebraischen Function einer Veränderlichen (dieses 
Journal Bd. 92) hinweisen, in welcher die Beziehungen reeiproker Systeme 
allerdings in anderer Bezeichnungsweise und ohne die Benutzung der alge- 
braischen Elementartheiler, behandelt werden. Jedoch wird a. a. O. die im 
folgenden Abschnitte dieser Arbeit gefundene charakteristische Eigenschaft 
der Fundamentalsysteme der Formen erster Gattung nicht hergeleitet; dies 
war schon deshalb nicht möglich, weil die Herren Verfasser überhaupt die 
Klementartheiler algebraischer Systeme nicht in Betracht gezogen haben, 
und weil sie von vornherein nur die algebraischen Functionen und nicht 
die homogenen algebraischen Formen betrachten, deren Hinzuziehung für 
die ausnahmslose Gültigkeit jenes Satzes unerlässlich ist. Ebenso ergiebt 
sich nicht die Beziehung, welche zwischen den Elementartheilern eines be- 
liebigen Svstems und den Theilern der beiden Fundamentalsysteme (7, ...., 7 ) 
und (n7®,..., 7) besteht, und deren Herleitung den wichtigsten Theil der 
vorliegenden beiden Arbeiten bildet. 


$ 3. 
Die charakteristischen Eigenschaften eines Fundamentalsystems für die Formen erster Gattung. 

Die im letzten Abschnitte gefundene Beziehung zwischen einem 
Fundamentalsysteme (7, ..., 7”) für die ganzen Formen und einem solchen 
n®,...,n) für die Formen erster Gattung will ich jetzt benutzen, um 
die charakteristische Eigenschaft dieses Systems (n®, ..., 7) anzugeben, 
und um ein Verfahren zu entwickeln, durch welches man von einem be- 
liebigen algebraischen Systeme (y”,..., y'”) ausgehend direet zu einem 


Fundamentalsysteme für die Formen erster Gattung und damit auch zu einem’ 


vollständigen Systeme von Integralen erster Gattung gelangen kann. 

Ein Fundamentalsystem (n,...., 7”) für die ganzen Formen war 
als solches dadurch vollständig charakterisirt, dass seine Elementartheiler 
sämmtlich ganze redueirte Wurzelformen sind, d.h. solche, deren Linear- 
faetoren nur positive echte Brüche als Exponenten haben. Da nun das 
Fundamentalsystem (n®, ...,n) reeiprok zu (n®,....,n) ist, so müssen 
seine Elementartheiler die reeiproken Werthe von ganzen redueirten Wurzel- 
formen sein, d. h. solche deren Linearfactoren lauter negative echte Brüche 
als Exponenten haben. 
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Ebenso nun wie eine Wurzelform eine ganze reducirte Form genannt 
wurde, wenn alle ihre Exponenten positive echte Brüche sind, so soll eine 
Wurzelform, deren Exponenten sämmtlich negative echte Brüche sind, welche 
also die Form hat: 


fi; ;. 


d(x\. T;) = Fu << 4),<ı) 


eine gebrochene redueirte Wurzelform genannt werden. Dann ist der reeci- 
proke Werth jeder ganzen redueirten Wurzelform eine gebrochene redueirte 
Wurzelform und umgekehrt. 

Hieraus folgt zunächst, dass die Elementartheiler eines Fundamental- 
systemes (n®, ..., 7) für die Formen erster Gattung sämmtlich gebrochene 
redueirte Wurzelformen sind. Ist umgekehrt (n®, ..., 7”) ein System, dessen 
Elementartheiler gebrochene redueirte Wurzelformen sind, so ist es ein Fun- 
damentalsystem für die Formen erster Gattung, denn unter dieser Voraus- 
setzung sind die Elementartheiler seines reeiproken Systemes ganze redueirte 
Wurzelformen, dieses ist also ein Fundamentalsystem für die ganzen Formen, 
mithin (7, ..., 7°) ein solches für die Formen erster Gattung. Es ergiebt 
sich also der wichtige Satz: 

Ein System (7®,...,n®) ist dann und nur dann ein Funda- 
mentalsystem für die algebraischen Formen erster Gattung, wenn 
seine Elementartheiler redueirte gebrochene Wurzelformen sind. 

Jedes algebraische System (Y;”) ist äquivalent einem Diagonalsysteme 
(D,(z,, 22), D.(&,, 2), ..., D,(&,. 2,)), dessen Elemente lauter Wurzelformen 
sind. Sind: 


&o, =) en 
u , = - . . .. - . 
(1.) SZ Va 7 Y4 erö! 

abi Sa > ac BE re Aiae 





die bezw. in D,, ..., D, enthaltenen gebrochenen Potenzen der einzelnen 
Linearfactoren $, 5, ... so wird jenes Diagonalsystem (D,,...., D,) im Sinne 
der Aequivalenz nicht geändert, wenn man jene Potenzen in den einzelnen 
Zeilen von (1.) beliebig unter einander permutirt, und alsdann die unter 
einander stehenden Potenzen mit einander multiplieirt. Speciell erhält 
man das System (E,, ..., E,) der Elementartheiler von (Y{”), wenn 
man die Anordnung in (1.) so gemacht voraussetzt, dass die Exponenten 
(Ö,, Oi, ...5 O1, Oi ...5...) Ihrer Grösse nach auf einander folgen. Ist nun 
speciell das System (Y",..., Y®) ein Fundamentalsystem für die ganzen 
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algebraischen Formen, so müssen alle Exponenten d,, d;, ... positive echte 
Brüche sein, ist es dagegen ein Fundamentalsystem für die Formen erster 
Gattung, so müssen jene Exponenten negative echte Brüche sein; im ersten 
Falle sind also die Wurzelformen (D,(z,, &;)) bei jeder Anordnung reducirte 
ganze, im zweiten Falle reducirte gebrochene Wurzelformen, und auch 
diese allgemeinere Bedingung ist charakteristisch dafür, dass ein gegebenes 
System eine jener beiden Eigenschaften besitze. 

Ist aber ein beliebiges algebraisches System (Y{?) einem Diagonal- 
system (D;(x,, &,)) äquivalent, so ist wie in der vorigen Abhandlung bewiesen 
wurde, jedes andere System (y/’) einem Diagonalsysteme d;(x,, x,) äquivalent, 
welches so angeordnet vorausgesetzt werden kann, dass je zwei entsprechende 
Wurzelformen D,(z,, &,) und d,(x,, &,) in einem rationalen Verhältniss stehen, 


Di@,, r,) 
d,(z,, x,) 
sind. Man findet daher alle Diagonalsysteme (d;(x,, ©)), wenn man die 


! 


Exponenten (d,, d;,...) der in den Wurzelfunctionen D;,(&,, x) enthaltenen 


dass also die » Quotienten rationale homogene Formen von (z,, &;) 


U 
ıd; 


Potenzen 30 5 ',... um beliebige ganze Zahlen vermehrt oder vermindert. 
Unter den so sich ergebenden Systemen (d,(z,, ©)) giebt es nun eines und 
nur eines, dessen Exponenten d, 0’ sämmtlich positive echte Brüche und 
ebenso auch nur ein einziges, wo alle jene Exponenten negative echte 
Brüche sind, und zwar erhält man diese, wenn man die ursprünglichen Ex- 
ponenten d;, d;, ..., das eine Mal durch ihre kleinsten positiven, das andere 
Mal durch ihre kleinsten negativen Reste ersetzt, und die so sich ergebenden 
Diagonalsysteme (d;(z,, 2,)) und (d,(z,, &,)) sind es daher, denen die beiden 
Arten von Fundamentalsystemen beziehlich äquivalent sein müssen. Offenbar 
erhält man aber jene Systeme (d,) und (d;) auch dadurch aus dem gegebenen 
Systeme (D;), wenn man jedes seiner einzelnen Elemente D;(x,, x,) das eine Mal 
durch den grössten in ihm enthaltenen rationalen 'Theiler [D;,(z,, x;)] das andere 
Mal dureh sein kleinstes rationales Vielfaches |D,(x,, x)! dividirt, und hierdurch 
hat man ein direetes und sehr elegantes Verfahren, um aus den Elementartheilern 
eines ganz beliebig gegebenen algebraischen Systemes (Y“,..., Y"”) z. B. von 
(1,y, 9°, ..., 9") die Elementartheiler des Fundamentalsystemes für die ganzen 
Grössen, sowie für die algebraischen Grössen erster Gattung abzuleiten. Er- 
setzt man jetzt nämlich das System (D,(&,, ©,)) durch das ihm äquivalente 
rational bestimmbare System (E;(x,, &,)) der Elementartheiler von (Y®) so 
kann jenes Resultat in dem folgenden einfachen Satze ausgesprochen werden: 
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Es sei (Y®,..., Y®) irgend ein unabhängiges System von n 
algebraischen Funetionen oder Formen des Körpers ®(x) und 


BE 


die Elementartheiler des Systemes (Y/{”); sind dann 


er 
die grössten rationalen T'heiler und 


\ nu k un 'E } 
117 ı32\ 9 Br | In] 


die kleinsten rationalen Vielfachen derselben, so ist das Funda- 
mentalsystem (7?) für die ganzen algebraischen Formen dem 
System 
E, E, >“ ’YN\ 
(Ey + 187) = (RCE)) 
von reducirten ganzen Wurzelformen, dagegen das Fundamental- 
system (n(®) für die Formen erster Gattung dem Systeme: 
E, E, en 
(En yu Er) — (R(E))) 
von redueirten gebrochenen Wurzelformen äquivalent und aus ihnen 
werden die Elementartheiler jenes Systems einfach dadurch er- 
halten, dass man die in ihnen enthaltenen Potenzen derselben 
Linearfactoren nach der Grösse ihrer Exponenten ordnet. 


Mit Hülfe des so gefundenen Fundamentalsystemes kann man nun- 
mehr alle unabhängigen Integranden erster Gattung vollständig aufstellen 


und ihre Anzahl bestimmen. Nach den im ersten Paragraphen dieser Ar- 


beit gefundenen Resultaten sind alle diese und nur sie in dem folgenden 
Ausdruck enthalten: 


Y=27= 2’ + tun), 


wo n eine Form der (—2)-ten Dimension ist, wo also «,. %., ..., z, beliebige 
ganze homogene Formen der Dimensionen ,—2, m-—2, ..., u,„—2 sind, 
da diese ja die Dimensionen von 7, ..., 7” zu —2 ergänzen; jedoch 
sind alle diejenigen Coeffiecienten «, gleich Null anzunehmen, für welche u,—2 
negativ also «; nicht ganz sein würde. Da nun jede ganze Form x, der 
Dimension «,—2 genau u,—1 Glieder enthält, so erkennt man leicht, (vgl. 
auch meine Arbeit „Theorie der algebraischen Funetionen und der algebrai- 
schen Integrale“, dieses Journal Bd. 109), dass die Anzahl p der unab- 
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hängigen Integrale erster Gattung, oder das Geschlecht des Bereiches &(x) 
durch die Gleichung 

p= N—n+l 
gegeben ist, wenn N= (w+W,-+:--+u,) die Gesammtdimension des Funda- 
mentalsystemes (n”, ..., 7”) für die ganzen Formen bedeutet. 


Als eine ganz einfache Anwendung möge in dieser Arbeit noch das 
Geschlecht der allgemeinen reinen Gleichung des »ten Grades bestimmt 
und ihre Integrale erster Gattung angegeben werden. Sei also, wie in der 
vorigen Arbeit: 

y"=a(e) = I15;‘, 
wo die $,; die homogenen Linearfactoren von a(z) bedeuten, wo also die 
Summe der positiven und negativen Exponenten », gleich Null ist. Wie 
a. a. OÖ. ausgeführt wurde ist in diesem Falle das System: 

DE 5 ZURSSPEEr us 
bereits ein kanonisches für jeden Linearfactor £, weil allgemein y'=«” ist. 
Also ist das hieraus abgeleitete System (n®, ..., 7”) 

N n—|1 

1, ah Ye mund ra 

\a” | la”) 
ein Fundamentalsystem für die homogenen Formen erster Gattung. Also 
sind alle Integranden erster Gattung und nur sie als homogene lineare 
Funetionen mit constanten Üoeffieienten der folgenden homogenen Formen 

der nullten Dimension darstellbar: 
aa y 


I, — 1 
\a* | 





1 

wo allgemein o, die Dimension der rationalen homogenen Form la’) be- 
deutet, und wo A, nur die Werthe bis zu 0, —2 annehmen darf, weil jeder 
Integrand ein Vielfaches von x; ist; hier sind jedoch alle die Functionen 
fortzulassen, für welche oe, einen der Werthe O0 oder 1 hat, weil für sie 
h, negativ sein würde. Ersetzt man hier x, durch 1 und z, durch x, wobei 
jene Formen ungeändert bleiben, so ergiebt sich die folgende einfache Dar- 
stellung aller Integrale erster Gattung: 

= 30,/ m 


Hy! s=Vl,1l,..,n—1 
. = de, („= mars 2) 
ih; « a 
a”) 





wo die Coefficienten c,,, beliebige Constanten bedeuten. 
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Das Geschlecht der durch die reine Gleichung constituirten Klasse 
ist gleich der Gesammtdimension N des Fundamentalsystemes, vermindert 
um »—1. Nach den Ergebnissen der vorigen Arbeit war aber: 

N= 3&(n—(n, n,)). 


wo (n, n,) den grössten gemeinsamen Theiler von » und », bedeutet, und 
sich die Summation auf alle Exponenten », bezieht. Also ist für die reine 
Gleichung 
p = 43(n—(n, n,))-n+1. 

(=) 
9(€) 
beide von gleichem Grade sind, kann jene reine Gleichung folgendermassen 
geschrieben werden: 


In dem einfachsten Falle, in welchem a = und f(x) und g(x) 


£ £ 
u wi nj*.+ + Br 
de ee 
=] .»o ar 
wo 8, 2... 85 8 -.., 5 sämmtlich von einander verschiedene Linear- 


factoren sind. Hier ist für jeden Linearfactor (nz, »,)=1, es ergiebt sich 
also für p der Werth: 


Ir 


p=!182(@-1)-n+1=(r—1)(n—1). 
Berlin, den 16. Juli 1895. 
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Biegung mit Erhaltung der Hauptkrümmungsradien. 
(Von Herrn J. N. Hazzidakis in Athen.) 


Im 42. Cahier de l’Eeole Polytechnique (p. 73—92) hat Ossian Bennet 
die interessante Aufgabe „alle Flächen zu bestimmen, welche mit Erhaltung 
der beiden Krümmungsradien gebogen werden können“ behandelt und ge- 
zeigt, dass es ausser den Minimalflächen und den Flächen mit constanter mitt- 
lerer Krümmung, noch eine andere Familie von Flächen giebt, welche die 
genannte Eigenschaft haben und über die er sich so ausspricht: „Les surfaces 
preeedentes ont un grand degre de generalite, le m&me degre de generalite 
que les surfaces A courbure moyenne constante, car nos resultats contiennent 
deux fonetions arbitraires“. Diese letztere Familie von Flächen hat er aber 
nicht näher bestimmt, weil es ihm nicht gelang, nachdem er die charak- 
teristischen Grössen P, Q, R, S der Flächen bestimmt hatte, die Differen- 
tialgleichungen zu integriren, von denen die Bestimmung der Coordinaten der 
Flächen abhängt. 

In dieser Arbeit werden die in Rede stehenden Flächen vollständig 
bestimmt. Die dazu erforderliche Integration ermöglichte mir eine Eigenschaft 
der Differentialgleichung, von der die Bestimmung der Coordinaten einer 
beliebigen Fläche abhängt, wenn ihre Hauptgrössen, in Bezug auf ihre 
Nulllinien, bekannt sind, welche darin besteht, dass, wenn irgend eine par- 
ticuläre Lösung dieser Gleichung bekannt ist, ein integrirender Factor der- 
selben gefunden und die vollständige Integration jener Gleichung auf Quadra- 
turen zurückgeführt wird. 

Die Gleichungen der Flächen, von denen die Rede ist, sind folgende 


z = WG, +0,p +0, +Gf, 
y = „/ +Gp+Gg+GF, 


= o/C +0! p+ pP +C5F, 


- 
px] m 
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wo zur Abkürzung gesetzt ist: 
(e+1)(u—1t) 


| u Se 
| eh [ Fdo Mr [ Le 
’ (w+Ht1)’ / (u-—t)' 
| t& [ V’dr N U’du i 
’ (+)?  . (u—t)’ 


U und V sind willkürliche Funetionen resp. von « und ev, t ist der Biegungs- 
| parameter. 
® Die neun Constanten C müssen folgenden sechs Gleichungen genügen: 
20, =d, z0G=—-l 26=0, 
2006,=0, Z6,0,=4, 20,0=0. 
i Ich bemerke noch, dass alle Flächen, die mit Erhaltung ihrer Hauptkrüm- 
mungsradien gebogen werden können, isometrische Krümmungslinien haben. 
Die abwickelbaren Flächen sind in dieser Betrachtung gänzlich aus- 





geschlossen. 


A ERRNE E  Rr a 


Seien «= const. und e = const. die Nulllinien irgend einer Fläche, 
also sei E=0 und @=(0, dann haben wir für die Hauptgrössen F, d, d', 0" 
dieser Fläche folgende Gleichungen (siehe Bd. 88, S. 68 dieses Journals) 
D*’IF . 
(a.) ——+k.F = 0, 
wir ouov 
c(Fö 00 
art, 
OU OU 
(P.) 
l .) n reN\ r ' 
o(Fö') p°? 


ou ou 


RT REN 





wo k= dd" —0” ist. 

Sollen nun die Hauptkrümmungsradien o,. @, bei der Biegung in- 
variant bleiben, so soll auch die mittlere Krümmung (welche den Werth 
—i0’ hat) invariant bleiben, d. i. unabhängig von dem Biegungsparameter { 
sein; und umgekehrt, bleibt die mittlere Krümmung —id’ bei der Biegung 
invariant, so bleiben auch beide Radien o,, 0, invariant. Wir haben also 
diejenige Biegung der Fläche zu untersuchen, bei der die Hauptgrösse J' 
unabhängig von dem Biegungsparameter # ist. 

Aus der Gleichung 


TEEN u 


RATEN 












06-0” = k 
sehen wir (da % die Krümmung der Fläche ist), dass auch das Product 


6* 


RER i WRLTESEER a ieh . er REDEN P 2 
TEEN ER IN ee, 
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dd" invariant sein muss. Wenn wir also setzen 
" u 
V=fe, MuLe”, 
so muss f invariant bleiben, dagegen muss sich » bei der Biegung ändern. 


Setzen wir diese Werthe von d, d” in die Gleichungen (/.) ein, so 
finden wir 


'ol7, 1 00 oUF, 
er, 
B) ou f ® 
’» 
u be SG a 9 
we A I; OU 00 





Differentiiren wir jetzt die erste dieser Gleichungen nach v, die zweite nach 
a, und subtrahiren, so erhalten wir die Gleichung 


00’ 00’ 
ei [Bar )._ a0, EI [2G au) ee ou) | 
Ov f ©o Ov ine du f 0 ou 
SU) , 2 00° 00 
9 ade du 0. 
Diese Gleichung darf aber kein w enthalten, sonst wäre w, also auch die 
Hauptgrössen d, 0”, ganz bestimmte Functionen von «, » und die Fläche 
würde keine eontinuirliche Biegung gestatten, (bekanntlich ist die Fläche 
der Form nach ganz bestimmt, wenn ihre Hauptgrössen bestimmt sind). 
Es muss also sein 





+2 

















„ri 00 
\f u’ _100 OuM) _) 
ou FM a 
1 00' 
/ı\ 2 een 
(1.) (7 = _18% ou) _, 
Br ner 7 ee " 
OKrf) , 100 8 
Br a de De Velen 


Die Fälle d’=0 und d’=const. übergehe ich, weil es bekannt ist, dass 
die Minimalflächen und die Flächen mit constanter mittlerer Krümmung alle 
die betrachtete Eigenschaft haben. 

Die zwei ersten are 10 (1.) geben nun 





‚06 ie m 
v du Ff; 

(2.) 
E U’ Me FF 
iuuieı". "Bde [> 





wo U’, V’ beliebige Functionen resp. von «, v sind. 
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Ir > 0 führt zu den Flächen mit 


constanter mittlerer Krümmung, die wir schon ausgeschlossen haben. 


Die Voraussetzung a —= (0) und 


* 1 1 u ur} . 
Die Voraussetzung y 0 und Gr 0 führt zu abwickelbaren 
Flächen. 


1 * 
In der That, wenn yr = 0 ist, so folgt aus (2.) 
”=o(e) und Ff=ÜU'.o(e). 
Nun finden wir aber aus (1.) 


Ff = 4(u).u(o), 
i . R U.o(v Au)’. u(e)? 
folglich ist f= — — w) und F= (u) „(D) 
’‚.(u).u(®) U'.o'(v) 
ist, so folgt aus der Gleichung («.) K=(0, d.h. die Fläche ist auf der 
Ebene abwickelbar. 


‚und da F von der Form U.YV 


Da wir aber von unserer Betrachtung die abwickelbaren Flächen 
ausgeschlossen haben, so nehmen wir im Folgenden beide Funetionen 


1 1 . A 
in vw als verschieden von Null an. 
Aus den Gleichungen (2.) finden wir jetzt 
1 06’ 1 06 nE 00 00’ 
— no = —, oder — =, 
I ou v Ov ’ ol ol 


folglich ist "= gY(U+YV), wo eine willkürliche Function bedeutet, und 
die Gleichungen (2.) gehen über in 

(3.) Ff = y(U+V).U'V,, 
nun giebt aber die dritte der Gleichungen (1.) mit Hülfe der Gleichungen (2. 


o*l F ’ 2 \2 
ED Lan = 0 


ouov u’.V’ 
also ist 
U'V' a 
FfY = - 1 _ DV, 
En Car 7 a 


wo U, V, zwei neue willkürliche Functionen von # und o bedeuten. Da 
wir aber statt « irgend eine Function desselben als unabhängige Variable 
einführen können, so können wir, unbeschadet der Allgemeinheit, U, = u 
setzen. Aus demselben Grunde machen wir V, =, folglich ist 


nn ih 
(4.) (Ff}' Be TR (u+)? L 
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Aus den Formeln (3.) und (4.) folgt nun 


(f = —(u+e). UV y(U+V), 


9.) | FERERU NE. PEETE TEN 
(ur) gPCU+PV) 
Um d und Ö” zu finden, haben wir aus den Gleichungen (£.): 
aaa) 2:0: a) 
oo (ur)! du —— d(utre) 

also 

(6.) = ie er 

El die, ur® E 


Es soll aber dd’ = —f” sein, folglich muss 
U, (eV; +V')+V,;(uU,+U') = 0 
sein, woraus folgt 
uU, +U' = Ü,5t, 
eV, + V = -Vit, 
wo t eine beliebige Constante ist. Die Funetionen U,, V, haben also fol- 
gende Werthe 


U' 2 v’ 
U, = . = = —. 


t—u E I+-v 
Setzen wir diese Werthe von U,, V, in die Formeln (6.) ein, so erhalten wir 


ur nv 1’ t --® 61 v' T—u 
(6 .) 2 N) per _—— in wi N F () — \ 5 nn A f 
urv t—u u+v t+v 


Aus diesen Werthen von FO, FO" geht nun hervor, dass die gesuchten 
Flächen isometrische Krümmungslinien haben. 
Die Differentialgleichung der Krümmungslinien ist bekanntlich 


d.du = 0".dv’ 
und diese wird jetzt 
U’ /yV’ 
In + de) 
t— u I+v 


das Integral dieser Gleichung ist von der Form 


U+V = const., 


was die isometrischen Krümmungslinien charakterisirt. (Dass auch die 
Minimalflächen und die Flächen von constanter mittlerer Krümmung iso- 
metrische Krümmungslinien haben, ist bekannt.) 









TEE ES EEREIRTE NE SLR ER BER REEL FT 


2 Ra ee see 


92.0 


RT RAR 


Biester Se Ak 


LI A RL 


une 





rn ne ran 


u 
EN BR 1 2 PER NTTTRNGR CE RE FORRN BRTET ” ' i 


EEE EEE + 








ERENTO IR 


N anne. 
a RE AA an 


Be Ne Ener 


N 


ee 





FERN. 











Hazzidakis, Biegung mit Erhaltung der Hauptkrümmungsradien. 47 


Wir haben noch die Fundamentalgleichung («.) zu berücksichtigen, 
da wir F, FO, FO" und Ö’ gefunden haben, so können wir das Kriimmungs- 
maass K berechnen, wir finden auf diese Weise 


(7.) K = (u+e). UV gp"—g'. 
Setzen wir diesen Werth von X und den Werth von F (5.) in die Gleichung 


(a.) ein, so erhalten wir folgende Bedingungsgleichung für die Funetionen 
0 7: 


Merle] 


Diese Bedingungsgleichung kann auf zwei Arten erfüllt werden; erstens 
kann man beide Seiten als verschieden von Null annehmen, und zweitens 
kann man beide Seiten gleich Null voraussetzen. 


Erste Lösung. 
n ( ’ . 7 .. . . I) . ‚oO 
Ist Ye) verschieden von Null, so lässt sich die Gleichung (8. 
in die Form bringen 
U'.V'(u-+v)' — D(w), wo w»=ÜU-+YV 
ist. Die nothwendige und hinreichende Bedingung dafür, dass der Ausdruck 
U'V'(u-+v)’' eine Function von » sei, ist folgende: 
A E 


| 


u": ®, 


u+o ET 
und diese wird nur durch folgende Werthe der Funetionen U’, V’ erfüllt 
| 1 


au’+2bu-+c ' ao’ —2br-+c ’ 


U=- ‘= 


wo a, b, ce beliebige Constanten sind. Folglich ist in diesem Falle 


: du dv 
9.) BR / au? -+2bu rl av’—2be+e 


Der Ausdruck U’V'(u+o)' muss jetzt eine Function von » sein, und das 
ist er auch wirklich. Man findet leicht 


U'.V'(u+o)? = Ana. ae), 


 (au?+2bu+c)(au®—2bvo+c) 2R 


wo R' = b'—ae ist. 
Setzen wir diesen Werth von U’V’(a+v)’ in die Bedingungsgleichung 
(8.) ein,2so erhalten wir für die Function Y(w) die gewöhnliche Differential- 
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gleichung 
j < ” ty! i Ro —Rw ı? 
Kit (&+ ra Ei \ W) , IS >% ) 


Ist die unbekannte Function Y(w) aus dieser Gleichung gefunden, so werden 
die Hauptgrössen der Fläche aus den vorhergehenden Formeln leicht ab- 
geleitet. Man findet 


a 
(+0) g'lw) ’ 

Ö m h. ro Yale (w) tv 
(11.) Tue POT 

Ö' = yo), 

-® tI—u 
De ne SE Eee, 
av’—2bv+c pw) t+v 





Die Integration der Differentialgleichung (10.) scheint nicht leicht 
zu sein, nur ein Integral von der ersten Ordnung konnte ich finden. Es 
ist folgendes: 


ı 


E 20, (w) | —449.0,(w)+20(w) He +20 = C, 


wo 


— Ro 


/ 2R ’ 
0(W) =\ er ) und 0,(w) — —R 


ekw_L e 


e Rw. e n Rw ö 


Zweite Lösung. 


Wenn die unbekannte Function Y(w) beiden Gleichungen 
2+P_ 0 und (#H)+g' = 0 
ver (Er)tY 


genügt. so wird die Bedingungsgleichung (8.) befriedigt und die Functionen 
U, V bleiben ganz willkürlich. Dies kann wirklich eintreten, denn die 
erste dieser Gleichungen giebt 


’ 2 
(12.) y(w) = +0 


und dieser Werth genügt auch der zweiten Gleichung. Setzt man nun 
diesen Werth der Function g in die Formeln (5.) und (6'.) ein, so bekommt 
man für die Hauptgrössen der gesuchten Fläche folgende Werthe: 


2 EL 1 na 2 
(13.) Fey 
zr IV utrv v 2 ne Aarı tu ut+v 
) = ® 1’ . ag iM een — “ oa u CC —————— 6 
zu t—u (U+V) 0 U+V'’ 2) I+v (U+ v)’ 








A 


ET ERAERERETEREIRERAT 









rn Vs N El BLSOEAE Ser 
3% RE EN REN en end 





Hazzidakis, Biegung mit Erhaltung der Hauptkrümmungsradien. 49 


Um die Coordinaten x, y, z der Fläche als Functionen von «, » 
darzustellen, gehen wir aus von den Differentialgleichungen 


oa 
— = ae+ag+A.d, 
OU 
ca oda’ LAN 
—- = — = ıoeta.atA06. 
ev ou üni M 
a OR | 
oa „ f „ Fr 
— = ae ta. A.l", 
ER ra.g+ Ä 
n r == 
oA olyN on un Es. 
u = 4 +a(Fö'—- Gd)+a(FöO— EI"), 
oA ol 'N 0 Y tz y ıÄ 
—— 4: 1 +a(Fl"— G0 )+ta Fö'—E) 2 
ov ov \ \ 


denen die partiellen Ableitungen der Coordinaten jeder Fläche genügen, 
Sie werden jetzt, dd E=(0 und G=0 ist: 





oa olF _ 
— = 8 — t+AJ, 
ou cu 
ca oa’ a 
OU ou ; 
ach 
oa ‚ olF n 
(14.) — = d4—— +AJ", 
Od ov 
oA olF re 
— = A———+aFö’+a'F)d, 
ou ou i 
oA c IF BE U 7 Im 
— = A——-+aFl0"+aFd'. 
ou od 
a ee ’ : . a’ 
Die drei Gleichungen, welche die Ableitungen nach « (d. h. die 1, 
OU ON 


oA f . . “ N . 2} 

3) geben, bilden ein System von linearen Differentialgleichungen, welches 
die a, «, A als Funetionen von « bestimmt. Ebenfalls bilden die drei 
oda’ 


Er enthalten, ein System, das 


nd ca 
übrigen, welche die Ableitungen ,, 


dieselben Variablen a, a, A als Functionen von ® bestimmt. Hieraus 
schliessen wir, dass die allgemeinsten Werthe von a, a, A, wenn F, 0, 
Ö', 0" gegeben sind, drei willkürliche Constanten enthalten müssen und 
jeder von ihnen folgende Form haben wird 


C,o(u, e)+C,p(u, e)+C;,f(u, ve). 
wo C,, C,, C, die willkürlichen Constanten sind, und o(w, ®), y(u, ve). f(u, © 


drei particuläre Werthe desselben. 
Journal für Mathematik Bd. CXVII. Heft 1. d 
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Eliminiren wir A aus den zwei ersten Gleichungen (14.), so erhalten 
wir für a die partielle Differentialgleichung 


(15.) Ola __ oOlF 1 ö Ola 
u; ou  G©u ö & 
Ebenso finden wir für « die Gleichung 
Ola’ olF 06" ola 
(16.) — = ——+-'<—, 
oO» Op ö  Ou 
oder, wenn wir die gefundenen Werthe (13.) von F, d, Ö', Ö" einsetzen 
(151 Ola 2U' 2 ,gp. uto i4e ola 
E.. ou UV ut ' U+V t—u 8 
116'.) Ola’ 2V’ 2 1 „ a+v tu Ola 
os — — = — m 
\ oO U+V u+v U+V t+» Ou 


Wir versuchen zuerst partieculäre Lösungen dieser Gleichungen zu finden. 
Wenn die erste eine Lösung hat, die von den willkürlichen Funetionen 


i o]/ 2] 
2 . . . . ota ota 
U, V unabhängig ist, so enthalten die Ableitungen u weder U 
noch V. Folglich muss für eine solche Lösung sein: 
Ola 2 t+v  ola i 
an — nd 2+(u+v) ——  — =(. 
ou NP nz HH * ) I—u ov 


Aus diesen Gleichungen findet man leicht, dass 
t+v\’ 
e- (ie) 
u+® 
eine Lösung der Gleichung (15'.) ist. Ebenfalls finden wir, dass 
( t—u ) 
u. =- - 
uU-+V 
eine Lösung der Gleichung (16'.) ist. 
Setzt man nun 
(— Be WERBEN dal. 
a=a| —— a =a| ——), 
I\u+tv '\u-+tev 
wo a, a, zwei neue unbekannte Functionen sind, so erhält man aus (15’.) 
und (16'.) folgende Gleichungen für a, und a;: 


(15" ) Ola, _ U' u+v t+v Dla, 
er . "Fe: U+V t-u ©’ 
116") Ola’ „ a+v t—u Ola 
(16. — eng mann 2 gende e 
\ Ov U+V t+v ou 


Die Integration der ersten dieser Gleichungen lässt sich bekanntlich auf 
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die Integration der gewöhnlichen Differentialgleichung 


Udu UV dd N 
Br urv t+v Fi 


zurückführen, welche sich auch so schreiben lässt: 


I Ft 20 LYV 
U'du 1 V do -a| I v a‘ 
t—u t4-v -I-+v 
folglich ist das Integral derselben 
U'du V'dv U+V 
. —_- — = A —— 3 = En 
(18 ) . et I+v I+v Son 


und das allgemeine Integral der partiellen Differentialgleichuı 
folgendes a, = f(0), wo f eine willkürliche Function bedeutet. 

Daraus finden wir das allgemeine Integral der partiellen Differential- 
gleichung (15'.): 


15.) ist 


0. 
18 


(i+v\’ „‚,a 
er ) FO). 


vu 


Auf ähnliche Weise finden wir das allgemeine Integral der Gleichung (16'.): 
De Ya, 
a = ) pn). 
(2) 9m 
wo 
Ä "U’du “ V'dre UV 
(18.) n = / F, - 
. t— u . I+v I—u 
i e oa 0a’ “ En en . 
ist. Nun muss aber An — 5. Sein, folglich müssen die willkürlichen Fune- 
| 3 


tionen f und die Gleichung erfüllen 
dm H+ LED -FO + Faut+e)U+ NE MH] = 0. 
und da aus (17.) und (18.) 


_g _ _ (U+V)u+r) 
N -. ae ' / 
(+e)(t—u) 


folgt, so wird die Bedingungsgleichung zwischen y(n) und f(@ 


1) 
(19.) 2(ym)-fM) = (np +F'). 
Zwischen n und # kann aber keine Gleichung bestehen, weil die Fune- 
tionen U, V ganz willkürlich bleiben müssen. Folglich muss die Gleichung 
(19.) identisch für jedes # und n erfüllt werden. Differentiiren wir dieselbe 
nach 6 und n, so bekommen wir 
FO) = 0. 


pP (n)=f'(0) = const. = 2C,, 


also ist 
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folglich ist 
fd) = 0,+6,9+0,6 
und 
pn) = G+On+Gm. 
Setzt man ferner diese Werthe in die Bedingungsgleichung (19.) ein, so 
findet man, dass C&, =C, und ©, =(, sein muss. 
Die allgemeinste Lösung der Gleichungen (15'.) und (16'.) ist also 
folgende: 
RAR (12) [6+6,0+6,6), 


N] f t—ıu 
a = | ——— 
u+v 


(20.) 





)-[ 1 +%n+6; 7), 


wo C,, ©, C, beliebige Constanten sind und 9 und n die Werthe (17.) 
und (18.) haben. 


u i . j oy  oy 
Auch db, b’ und e, e (nämlich die partiellen Ableitungen a - 


O2 0% .. . . . -y 3 
und —-; en) genügen denselben Differentialgleichungen (15'.) und (16'.) 
( orv 


und haben also dieselben Werthe (20.), nur die Constanten werden ver- 
schieden sein. 

Die Bestimmung der Coordinaten x, y, z aus ihren partiellen Ab- 
leitungen a, a, b, b’, e, c' hat jetzt keine Schwierigkeit mehr. Wenn 
man setzt 


bar Saal, 





m) 
ut v u 
also 
#10) u—t |: 0 ( tv ) 
0 N\utrv/' u N\Nurn/'’ 
so ist 
A) 2 
Ox R a 0W 
a = — = (CC, +0,09 +C,60") — 
Au (G,+09+C;, ) Du? 
: J 
Ox . 00 
d=- = (G,+0Gn7+6n); 
ou OD 


und durch Integration erhält man folgende Werthe der Coordinaten x, y, 2 
der gesuchten Fläche 


z = v0, +0p+Gp) +Gf, 
(21.) y= oG +. +GYp| +CHF, 
s = wo!O + p+Cz +05 F, 
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wobei 


in Vdv f Udu 
m u (+1)? u (t—u)' 
und 


Fu . Em 
St 
gesetzt ist. 
Die neun Constanten C,. ©,, C,, C,, C;, C;, C;, ©, C, können nicht 
alle willkürlich sein. In der That muss 


=0, F= s = ), 6=0 
sein, und dies geschieht identisch, wenn die neun Constanten C folgenden 
sechs Gleichungen genügen: 
(z0i=0, zZ0=-1, Z0=0, 
|IE00O,=0, Z0,0,=0, 0,0, =! 


), ® 


(22.) 


Auch die Determinante 
eu € 
C, Ö; C; }) 
deren Quadrat, vermöge der Gleichungen (22.) gleich 4 ist, muss den Werth 
+4 (nicht —4) haben, damit die Functionen d, d', d’ die Werthe (13.) 
(und nicht die entgegengesetzten) haben. 
Setzt man endlich 


G=te+y), G=tetyd), CG =ra4y 9), 
C,=ßi, 0, = li, = pi, 


G= ar), G=}a-y, = a7") 
y’ ’ 2 


so genügen die neun Constanten «, 9, y, «, P, y, «, P", y' folgenden 
sechs Gleichungen 


ze =), 295=1|L Z2yol, 


zsoß=0, ZPy=0, Zya=(, 


sie sind also die Coefficienten einer beliebigen orthogonalen Substitution. 


Anmerkung. Von den neun Constanten € bleiben drei willkür- 
lich, weil die Fläche durch die Hauptgrössen E, F, @, Ö, 0, d" der 
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Form nach ganz bestimmt wird, ihre Lage aber kann im Raume jede 
Aenderung erleiden. 


Ich will noch bemerken, dass die Integration der beiden partiellen 
Ditferentialgleichungen 


(1: N ola A olF ö ola 
Kun u ua’ 
Ola’ olF 6" Ola’ 
(16.) N ver; 9 + - Bi u 
ov ov ö ou 
oa Oi ; : s s ” . 
wo „=, Ist, welche die Coordinaten jeder Fläche bestimmen, wenn 


E=0, @=0 und die F, d, Ö', Ö0" bekannt sind, immer auf Quadraturen 
zurückgeführt wird, wenn nur irgend eine Lösung einer dieser Gleichungen 
bekannt ist. 

Sei in der That a, irgend eine Lösung der ersten Gleichung. Sei 
nämlich 
(93,\ Ola, ie Ola, | 

‚ ou ou ö © 
wenn man alsdann a=a,a, setzt (wo a, eine neue Unbekannte ist), so 
wird die erste Gleichung 
Ola, dö ola 


(24.) Fe — Fl . Ds ö 


Die Integration dieser partiellen Differentialgleichung wird, wie bekannt, 
auf die Integration der gewöhnlichen Differentialgleichung 


(29.) d,du+ld'.de = 0 


.. ur) . F . . . . . 
zurückgeführt und, wenn man mit —- einen Multiplieator dieser Gleichung 


bezeichnet, so muss sein 
oa / 
oder 


1 FE 
ö(- ) 1 O(Fö') o( —) 


5 — Beige EN 


en) ou ou 
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es ist aber 


oO(Fod . 00 
) = F--— 
OU ou 
folglich 
1 
1 2 m in) n) 
— — .d:-— +F) —— = Fö'— 
o ou Ov ou 
d. h. 
ol oIF ö ola 
A — : . ; - 
ou ou oo © 


Vergleicht man diese Gleichung mit der Gleichung (23.), so sieht man un- 

. PER F n * » 
mittelbar, dass man ®@=a, nehmen kann, dass also „_ ein Multiplieator 
der Gleichung (25.) ist. Das allgemeine Integral derselben ist also 


ee 2 
/ > (Ö du-+0d de) = Constante = 6, 


und das allgemeine Integral der partiellen Differentialgleichung (24.) ist 
a = 9(0), 
wo p eine willkürliche Function bedeutet, folglich ist 
a = Mp(6) 
das allgemeine Integral der partiellen Differentialgleichung (15.). 
Auf ähnliche Weise findet man, dass das allgemeine Integral der 
Gleichung (16.) von der Formel 
ad = af(n) 
gegeben wird, wo a, irgend eine Lösung derselben, f eine willkürliche 
Funetion und n das Integral 


/ 7 (d’du+0d"de) 


bedeuten. 
Nun kann man aber aus der Lösung a der Gleichung (15.) die ent- 
sprechende Lösung a’ der Gleichung (16.) leicht finden. In der That ist 


da’ oa 
Odu oe 
und 
da’ ‚olF  Öö'" oa 
In = (I > p 5 5 . 
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Differentiirt man die zweite dieser Gleichungen nach # und beachtet die erste, 


so findet man 


9 n nn“ oO WW 
o°a oa olF + OF N (ö 
nn n — ra en ın Br ; en [2 © i 
ov° ov © ouov ou I 


wodurch a gegeben wird. 

Es genügt also, irgend eine Lösung einer von den Gleichungen (15.) 
oder (16.) zu haben, um sie vollständig zu integriren. Die Function 
muss nachher so bestimmt werden, dass 


N 
ca da’ 
ov ou 


identisch wird, was im allgemeinen keine Schwierigkeit bietet. 
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Zur Theorie der Resultanten. 
(Nachtrag zu der Abhandlung aus Bd. 116 8. 33 —49.) 


(Von Herrn Eugen Netto in Giessen.) 





er 

\ ir haben jetzt noch eine Frage zu erledigen, die sich an die bis- 
herigen Untersuchungen anschliesst. Die Funetionen #,,,, welche bei der 
Bildung des gemeinsamen Theilers zweier Functionen die bedeutendste Rolle 
spielen, sind durch 


C,, C . 27 * C; 1 
C C, ar C Z 
ws vo 1 . k+1 nu 
Pr Ei. 
) » „k+l 
CG+ı CGı2 +: . Car 2 


definirt worden. Dabei wissen wir aber, dass nur diejenigen #,,, in Frage 
kommen, deren Index (k+1) die Ordnung einer der nicht verschwindenden 
Determinanten der Reihe 


Bi en ie 
G, 6, 
[0ul, Der Ye a 
cG 6 
GG G 6; 


ist. Wenn nun, nach steigender Grösse geordnet, ,, 2%, 2%, ... diese Ord- 
nungen sind, also nur #,, #,. 
dungen auftreten, dann ist die Beantwortung der Frage von Interesse: was 
wird aus den nach gleichem Gesetze gebildeten 7,, wobei 4 einen Zwischen- 
werth zwischen », und »,,, besitzt (nr, <A<{n,,.)? Wir wollen die Ant- 
wort durch den Satz geben: /st »,,,>n,+1l, so verschwinden sämmtliche 


(lieder der Reihe 


P,, ... bei den früher besprochenen Bil- 


F 


n„+19 


r a 


n.„+2% , Na+12 
identisch, während sich Pam bis auf einen constanten Factor auf 7, 


redueirt. 
Journal für Mathematik Bd. UXVII. Heft 1. 
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Der einfacheren Schreibweise wegen wollen wir die Determinante 


C, 6; C, . . . C5 
C C; C, ne C | 
+1 +1 +1 +1) . } ) 
| mit ja, ß, % -.., 0] 
C.+2 Car2 0.42 0. Cpl 


bezeichnen und wir werden ferner den Beweis an besonders charakteristi- 


schen Fällen darlegen, welche die Richtigkeit des allgemeinen Satzes 
klarstellen. 


Es reicht aus, dass wir die Beziehungen der als Coeffiecienten der 
P auftretenden Determinanten zu einander untersuchen. Man hat 


Pr = 20, 1,..., 4—2°|0,...,k—1, k+1|+2°"|0,..., k—2, k, k+1|—-- 
+20, 2,3,..,4+1|j#|1,2,..., +1. 
Nun wählen wir gleich als besonderen Fall k=5 und weisen folgenden 
Satz nach: 
Ist |\0, 1,2, 3, 4,5, 6|#+0, dann können nicht alle Determinanten 

0, 1,2, 3,4, 5], |0, 1,2, 3, 4, 6j, |O, 1,2, 3, 5, 61, 
0, 1,2,4,5,6|, |0, 1,3, 45,6], |, 2,3, 4 5, 6, 
1, 2,3, 4, 5, 6| 
gleichzeitig verschwinden. Dies folgt aus der Entwickelung der in der Vor- 
aussetzung gegebenen Determinante nach den Elementen der letzten Spalte. 
Ist also 7, eine der in der T'heorie des gemeinsamen Theilers wirklich 


auftretende Determinante, dann kann #, nicht identisch Null werden. — 
Wir setzen nun voraus, um zu weiteren Sätzen zu gelangen, dass 


(0, 1,2,3,4,5]=0, |0, 1, 2, 3, 4, 6|=0, 
1l0, 1,2,3,5,6|=0, |, 1,2,4 5,6] +0 


sei. so dass sich #, auf die Form einer Funetion dritten Grades: 


0, 1, 2, 4, 5, 6]3°—|0, 1, 3, 4, 5, 6|3°+[0, 2, 3, 4, 5, 6|2—|1, 2, 3, 4, 5, 61 


redueirt. Zu beachten ist, dass die verschwindenden Determinanten in («.) 
die Spaltenanfänge c,, €, €, c; gemeinsam haben. Daher kann kürzer ge- 
setzt werden 


‘0, 1, 2. 3, d, a — 0, (a =45,6; a=(, 1,2, 3, 4,5, 6) 


Er a 
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Entwickelt man dies nach den Elementen der letzten Spalte, so entsteht 
eh ae, 
8 6 
(#) 0 = e,|l,2,3,4 a+1l|-c,,, NE +. —C,,5)0, 1,2, 3, a. 
ah, 
Wären auch nur in einer der drei Gleichungen (/.) für a=4, 5, 6 nicht 
alle auftretenden Determinanten gleich Null, dann müssten wegen der be- 
stehenden homogenen linearen Gleichungen zwischen den e,, €,4.. ... alle 
Determinanten sechster Ordnung, die aus der Matrix 


C.1s CC, nz Cis 

a \ C “ CC), . . .. C-, 
/) 

C., Ca. rt C, 





gebildet werden können, gleich Null sein, also insbesondere auch |0, 1,2, 4,5, 6). 
was der Voraussetzung entgegen ist. Folglich ist jede der in den drei 
Gleichungen (/.) auftretenden Determinanten gleich Null, oder: jede der 
Determinanten verschwindet, welche aus (y.) dadurch entsteht, dass man eine 
ganz beliebige Zeile und zwei beliebige der drei letzten Spalten unterdrückt. 
Daraus folgt insbesondere, wenn man die beiden letzten Spalten von (y. 
beseitigt, dass die fünf Determinanten 

0,1,2,3,4|, 10,1,2,3,5l, j0,1,3,4,5|, |0,2,3,4,5|, |1,2,3, 4, 5| 
verschwinden. Es ist also #, identisch gleich Null. — 











Nehmen wir weiter irgend ein System der erhaltenen Determinanten, 
welche sich nur durch die letzte Spalte unterscheiden, z. B. 
C,, C C, C; C, 


vi u Gr 


£ ) ie) a+2 
ie a ir, (a=4, 5.6) 
! C; C- C; C- C, 14 


re 
so sind nicht nur diese gleich Null, sondern natürlich auch die für 
@a=(, 1, 2, 3 entstehenden. Entwickelt man wieder nach den Elementen 
der letzten Spalte, 


0 = c,|2, 3, 4 5l+te,,,.0—c,,:|0, 3, 4 5 Be: 
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so kann man hier genau denselben Schluss machen, der sich oben an die 
Gleichungen (.) knüpfte; und es ergiebt sich: Jede der Determinanten ver- 
schwindet, die aus (y.) dadurch entsteht, dass man zwei ganz beliebige Zeilen 
und die drei letzten Spalten unterdrückt. Daraus folgt insbesondere, dass 
die fünf Determinanten 


0, 1,2, 3, , LM ME 3AM I, 8 4 


verschwinden. Es ist also P, identisch gleich Null. — Wertauscht man im 
obigen Satze Zeilen und Spalten, dann kann man auch sagen: Alle Deter- 
minanten vierter Ordnung der Matrix 








C,, Cs . . .. C;, 
C. C,, C; 
(0) 
EC, 63, C,, 
em 65 


verschwinden. Offenbar lässt sich eine weitere Fortsetzung der angewendeten 
Schlussweise nicht mehr geben. Dagegen zeigt unsere Methode unmittel- 
bar: Hätte man als Voraussetzung hingestellt: 


(10,1,2,3,4,5/=0, |0,1,2,3,4,6|=0, |0,1,2, 3,5, 6|=0, 


a.) | 
w 110, 1,2,4,5,6/)=0, |0, 1, 3, 4,5, 6|+0, 





dann hätte man schliessen können: Sämmtliche Determinanten verschwinden, 
die aus (y.) dadurch entstehen, dass man eine beliebige Zeile und zwei beliebige 
der vier letzten Spalten, oder auch zwei ganz beliebige Zeilen und drei be- 
liebige der vier letzten Spalten, endlich drei beliebige Zeilen und die vier 
letzten Spalten tilgt. 


Der Beweis müsste an die Determinanten 
0, M 2. d, b, or = 0, (a=3,4,5;5=4,5,6; a <b, a=0,1,2,3,4,5,6) 

anknüpfen. — 

An zweiter Stelle wollen wir nachweisen, dass wenn unter der Vor- 
aussetzung («.) die Determinante |0, 1,2|+0 ist, die Gleichung 
(0, 1, 2]:|0, 1, 3]:|0, 2, 3|:|1, 2, 3] 
- |0, 1, 2, 4, 5, 6|:|0, 1, 3, 4, 5, 6|:|0, 2, 3, 4, 5, 6|:|1, 2, 3,4, 5, 6] 
gilt, dass also 7, bis auf einen constanten Factor gleieh 7, wird. Hierzu 
brauchen wir den folgenden Satz: Hat man eine Matrix von (z+4) Spalten 


ER 
Br: 
Bi: i 
Be; 
BR 
Be: 
Be 
Bi; 
BG - 
Be | 
DB 
Bi 
Re: 
Bi 
nl 
Ei 
Be. 
8 
B.} 
Be} 
Ei; 
Bf 
er 
Bi 
= 
a 
Bi 
8 
“ 
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4 und von (z+4—1) Zeilen 

a %ı 0. un 1711 + Pas 

Ei . (ua = #+/4-1) 
Ei: 5 > 

3 Gun A uns DR a Fuss 

3 dann gilt die Gleichung 

| 2 

ei “ ER a 2% A) R) > > s 

4 2 (-1) [Ra +, Bir) | u Bar Pirißirrie Pal =). 

2 x 

4 mi, et Jet 0 

Man erhält diesen Satz. wenn man die identisch verschwindende Determinante 


2 3 
[?ıı [713 

) ) 

(Pu gr 

2 2 

92 Er 

A) > 
Fı-ıı lie M-1) 


nach den Elementen der ersten Zeile entwickelt und dann die Glieder der 
entstehenden Formel in der Weise, wie ich es im Bande 114 dieses Jour- 
nals angegeben habe, durch die « rändert. 
Dieser Satz ergiebt sofort die drei Gleichungen 
0, 1, 21.0, 1, 3, 4, 5, 6/—!0, 1, 31.|0, 1, 2, 4,5, 6'+10, 1, &1.0, 1, 2, 3,5, 6 
—/0, 1, 51.|0, 1, 2, 3, 4, 6!+10, 1, 6].|0,1,2,3,4,5| = 0, 
0, 1, 21.10, 2, 3, 4, 5, 61—0, 2, 31.0, 1, 2, 4, 5, 6/+!0, 2, 4.0, 1,2, 3,5, 6 
— 0, 2, 5|.|0, 1, 2, 3, 4, 6/+10, 2, 61.10. 1,.2.3.45|1 = 0, 
0, 1, 2.11, 2, 3, 4, 5, 6/—I1, 2, 31.10, 1, 2, 4, 5, 6|+11, 2, 41.0, 1,2, 3.5, 6 
—|1, 2, 51.10, 1,2, 3, 4, 6/+11, 2, 6|.|0, 1,2,3,4,5| = 0, 
welche unter den gemachten Voraussetzungen in die einfacheren 
0.23.2321... 1.2486 = I0 1 3110, 1.2 4 5, 6|, 


0,1 21.10, 2, 3,4, 5, 6| = |0, 2, 31.0, 12,4 5, 6l, 
0 12.123456 =1123,1.23,456 


(d.) beweisen. 


\ 


übergehen und damit unsere Behauptung 
Ebenso hätten wir unter der Voraussetzung («'.), wenn mit ihr gleich- 

zeitig 0, 1 #0 ist, die Gleichung 

(d) 10, 11:|0, 2|:11, 2| = |0, 1, 3, 4, 5, 6|:|0, 2, 3, 4, 5, 61:11, 2, 3,4,5, 6 

und damit nachweisen können, dass 7, und 7, sich nur durch einen von 

3 unabhängigen Factor unterscheiden. — 
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Wir kommen jetzt zu dem Nachweise, dass bei («.) auch wirklich 
0,1, 2]#+0, und ebenso bei («'.) auch wirklich |0, 1]#0 ist. Dadurch 
ist dann unser, zu Anfang dieses Nachtrags ausgesprochener Satz in allen 
Theilen dargethan. 

Um den Gedankengang des Beweises deutlich hervortreten zu lassen, 
beginnen wir mit der Voraussetzung 


(«.) 0, 1, 2, 3, 4, 5l=0, 10, 1, 2, 3, 4. 6 








=0, 0, 1,235 60 
und untersuchen, was hierbei aus der Annahme 
(€'.) 0.2, 3 = 0 


folgen würde. Nach dem bewiesenen Theoreme, welches an erster Stelle 
behandelt worden ist, verschwinden dann alle Determinanten 


10, 5 2. 5, a. (a=0, 1, 2, 3, 4, 5) 
Hieraus folgt unter Berücksichtigung von (e.) durch Entwickelung 
c,|1, 2, 3, &]—c,,ı|0, 2, 3, 4|+e,,:|0, 1, 3, 4]-c,,3|0, 1,2, 4| = 0; 
(@a=0,1,2,3, 4,5) 


wäre demnach auch nur eine der hier auftretenden Determinanten von Null 
verschieden, so müsste wegen der bestehenden linearen homogenen Glei- 
chungen jede Determinante vierter Ordnung verschwinden, die sich aus 
der Matrix . 


“ai! 


(&.) 





bilden lässt. Darunter sind aber gerade die in Frage stehenden Deter- 
minanten enthalten, die wir von Null verschieden annahmen. Es ist also 


(n.) 0,1,2,4j=0, |0,1,3,4|=0, |0,2,3,4|=0, |1,2, 3,4|=0. 
Unter Verwendung dieser Resultate liefert die Gleichung 

1,2,3,4o0ol= 0 (a=0,1,2,3,4,5) 
auf demselben Wege 


(m) 1, 2, Il, ıl, 2, 4,5 —(, l, 3, 4,5, 12, 3, 4,5 =0. 


l 

















as 
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Jetzt entwickeln wir jede der Determinanten für «=0, 1, 2, 3, 4 


io nr. re 
ih 5 GB "0 
ne ai .. iii... a ed 
a A Te . 
Orr: & sy EN, re 9 


unter Benutzung des bereits Bewiesenen nach den Elementen der letzten 
Spalte; dabei entstehen die Gleichungen 


6,110, 2, 4, 5l—c,,,0, 1,4, 5l+c,,,0, 1, : 
(I) 1 6,,110, 3, 4, 5l—c,,3/0, 1, 4, 5/+c,,,10, 1, 3, 
6,1210, 3, 4 Di—c,,30, 2, 4, 5Bi+c,.; 
Aus diesen drei Gleichungen lässt sich folgern: 
(19,1,23,5=0 9,15,5=-0 0,1,45=0, 

110, 2,3, 5l=0, 10, 2,4 5/=0, |0, 3,4 5|=0. 

In der That, wäre 0, 3, 4,5/ #0, so wür.!- gemäss der letzten der Glei- 
chungen (3".) jede der Determinanten dritter Ordnung aus 


DV 
wi 
| 


w 
wi 
| 
) 
| 


+) 





DV 
or 
I 


IN 
(n2.) 
eV Go 


verschwinden müssen; also aber auch gegen die eben gemachte Annahme: 
0,3, 4,5 = «l4, 5, 61 — N 

Es muss also jedenfalls 0, 5, 4, 5 sein. Die hierdurch redueirten 

beiden letzten Gleichungen (%$”.) wc dann ebenso 0,2,4,5 =, 

ı0,1,4,5/=0; und hierdurch entsteht die weitere Reduction von (F.) auf 

die drei u. 


9 1,23, 8-20 4, 3, 050 0,023 5=0. 
(a=0, 1,2, 3,4) 
Wäre also auch nur eine der drei auftretenden Determinanten von Null 
verschieden, so hätte man 
=) 5-09 =9 .=d) =d. 

Wegen (E'.) müsste dann auch 5=0 sein. Aber nun w uag8 ı gege en die 
Voraussetzung («'.) alle Elemente der vierten Spalte von 0, 1, 2, 3, 5, 
Null. Das geht nicht. Somit ist (n,.) bewiesen. 


6 zu 
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Nimmt man nun (e'.), (7), (m). (n2.) zusammen, so zeigt es sich, 
dass alle 15 Determinanten vierter Ordnung der Matrix 


| u 
(© .) 


[£ 6 66 GG 5 5 


4‘ 


verschwinden müssen. Benutzt man aber für die Entwickelung von 
0, 1,2, 3,5, 6| den Zaplaceschen Satz hinsichtlich der vier ersten und der 
beiden letzten Spalten, so folgt wiederum das Verschwinden dieser Deter- 
minante. Hier sind wir zu einem Widerspruch gegen («'".) gelangt. Folglich 
ist 0, 1, 2, 3| von Null verschieden. — 

Wir kommen jetzt zu der Voraussetzung 


(9,1,23,3,45/=0, |0,1,23,346|j=0, 
110,1,2,3,5,6|=0; 0, 1,2, 4,5, 6|#0 


und untersuchen, was hier aus der Annahme 





(«.) 


(€) 0,121=0 
folgen würde. Wie wir wissen, verschwinden alle 
0, 1,2, .l. (a=0,1,2,3,4,5) 


Hieraus folgt unter Berücksichtigung von («.) 
c,|l, 2, 3— 6,10, 2, 3|+6,,> 0, 1,3 = 0; (a=0,1,2,3, 4 5) 
wäre demnach eine der hier auftretenden Determinanten von Null ver- 


schieden, so müsste wegen der bestehenden linearen homogenen Gleichungen 
jede Determinante dritter Ordnung verschwinden, die sich aus der Matrix 


f 


N 


N\ 
(6) 6 G 6,6 _G 


4 





GG G 6 6 6 _G 


bilden lässt. Darunter sind aber gerade die in Frage stehenden Deter- 
minanten enthalten. Es ist also zu setzen 


(n.) 0, 1,30, 6:3, 1-0, 1,2, 3-0. 
Unter Verwendung dieser Resultate liefern die Gleichungen 
1,2,3, «a =0) 3, 3,4 «e=0 (a=0, 1,2, 3,4, 5) 


auf demselben Wege 
2, 4 0, 11,3, 4=0, |, 3,4=0 
3, 0, 2,4,5=0, 3,45 =0 


> 
l 


I 


1, 
2, 


| 
(m) \ 


| 


Si 
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Jetzt entwickeln wir jede der Determinanten für «=, 1. 2, 3 


u 8 ;e re A 


1) a & & Car ala 2 5% Cr. 
au 5 Sn . a a &,. 

Bü, TE UT 
unter Benutzung des bereits Bewiesenen nach den Elementen der letzten 
Spalte und erhalten dadurch 
| Carı 0,3, 4 —-c,,0, 1,4 = $, 
c...|0, 3, 4-—e,.;|0, 2,4) = 0. 
Aus diesen beiden Gleichungen lässt sich folgern: 

(N2.) 0,1,4=0, |, 2,4|=0, |, 3, 4=0. 
In der That, wäre |/0, 3,4 +0, so würde gemäss der letzten der Gleichun- 
gen (9.) jede der Determinanten zweiter Ordnung aus der Matrix 


(9.) 


"a 
C; C; C; C; 


verschwinden müssen; also auch gegen die Annahme 
0, 3,4 = ol4 5l—-c 3, 5i+e,|3, 4|. 
Es muss also jedenfalls |0, 3, 4 =0 sein. Die hierdurch redueirten beiden 
Gleichungen (.), nämlich 
6.0, 1, 44 =0, 0,0, 2, 4=0 | 1, 2, 3) 
lieferten dann, wenn eine der beiden Determinanten von Null verschieden wäre, 
BU 828 = =0; 
wegen (e.) müsste ferner auch &=0 sein. Hierdurch wird aber aus 
0, 1,2,3,4,5j=0 entnommen, dass c..5=(0 wird. Ist jedoch auch noch 
c=0 oder c--=0, dann verschwinden in 0, 1, 2,4,5,6| alle Elemente 
der zweiten oder der dritten Spalte; jedenfalls tritt also ein Widerspruch 
gegen die Voraussetzung ‚heraus. Somit ist (n..) bewiesen. 
Nun benutzen wir denselben Schluss, der von (n.) auf (n,.) führte. 
Wir nehmen statt (1.) an 


4 & € Tu u u 


a 


EURE ER a: 

(4.) ü =, = U), (a=0, 1,2 3) 
C, C; C; C.+3 C C; C; C, +3 
C; C; C- C.+4 C; C; C- C2+4 
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dann geht (n,.) in die Gleichungsreihe 
(N3.) 1,2, 5-0, 11,3 5-0, 11,4% H=06 


über, und der Beweis lässt sich fast buchstäblich aus dem eben gegebenen 
ablesen. 
Wir betrachten ferner an Stelle von («.) 


C) C C) C,„ | C,, C C; C„ 
G 6G CC Gr G 6 GG (43 
w. 0, ww (): (a=U, 1, 2, 3) 
C; C- C; Co+4 C; C; C; C.+4 
C; C; C, C.+5 C; C; C C, +5 


dies liefert ebenso 
(14) 0, 2,.51=>0. 10,3,5=0 |, 4 8-9, 
und endlich folgt aus 
u u ai 
u Te Te SR 
Be! Or eg Ban 
Bi rs 
die Gleichung e,,, 0, 1,5. =0 und daraus 
(N5.) BE Die 8, 
Nimmt man nun (e), (mn), (NM) +++, (7) zusammen, so zeigt es 
sich, dass alle 20 Determinanten dritter Ordnung aus der Matrix 


Gi a 
ec 
verschwinden müssen. Benutzt man aber für die Entwickelung von 


0,1,2,4,5,6| den Zaplaceschen Satz hinsichtlich der drei ersten und der 
drei letzten Spalten, so folgt wiederum das Verschwinden dieser Deter- 
minante, welche der Annahme nach von Null verschieden ist. (e.) ist daher 
nicht aufrecht zu erhalten, d. h. 0, 1, 2| ist von Null verschieden. 

Wie man sieht, lässt sich durch drei einfache Operationen der Be- 
weis schrittweise durchführen. Die Voraussetzung («'.) liefert dabei gar 
nichts Neues, so dass wir darauf verziehten können, auch diesen Fall noch 
besonders zu behandeln. — 
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Wir wollen jetzt die Resultante von 


l 


BER in a! ‚m 
f(z) = we"+a,a “+4, 


n—| 


ge) = ba" +b,2""+.--+b, 
in der unverkürzten Determinantenform 


u u 
7 n Zeilen 
R - 
m u wi Mm. 
m Zeilen 
Be .t. aller 





betrachten und mit A,, diejenige Subdeterminante bezeichen, welche aus R 
durch Unterdrückung der zten Zeile und der Aten Spalte entsteht. Dann 
gilt der Satz: Die Differenz 

RR, —-R.,R;. 
ist für jede Wahl von «, P, u, v, o durch R theilbar. 


Zar 


Wir wollen diesen Satz zunächst für den besonderen Fall 


R,.„R,—R.,-ı Rıurı € a — 
beweisen. Hierzu bilden wir eine Determinante 
aa 5 
AR > 


in welcher €, = R C,=R, sein soll. Die in A,, fehlende «te Spalte 


OU ’ 


von R setzen wir in ©, über die («-+1)-te Spalte von AR,,: die in A, 


fehlende vte Spalte von A setzen wir in C, unter die (v—1)-te Spalte von 
R,.. Alle übrigen Spalten in C, und C, werden mit Nullen gefüllt. Dann ist 
0 & 
03 C, 


Die Determinante der C muss jetzt umgewandelt werden. Zuerst schieben 


= R,.R,, —R.,R, 


wir die von Null verschiedene Spalte von €, nebst der darunter stehenden 
von C, so zwischen die von C,, C,, dass die vorher in ©, fehlende Spalte 
jetzt ersetzt wird. Dann addirt man die in ©, zurückbleibenden Spalten mit 
Ausnahme der ersten so zu denen von C,, dass auch in der unteren Hälfte 
der Determinante die ersten m+nr Indices ohne Lücke steigen. Dadurch 
werden die ersten Elemente der unteren Zeilen mit den 5 bis auf die erste 
dieser Zeilen gleich denen der oberen Zeilen mit den gleichen Elementen 
und sie können also getilgt werden. Desgleichen kann man die unteren 
go” 
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Zeilen mit den a reduciren bis auf die eine oben nicht vorhandene «te Zeile. 
Setzt man diese zwischen die (@—1)-te und («-+1)-te hinauf und zieht aus 
der so umgeformten Determinante das Element b, heraus, dann zerfällt die 
zurückbleibende Determinante, und R selbst ist der eine Factor. 
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ist der Satz bewiesen. 


Wir wollen diese Vorschriften durch ein Beispiel erläutern. 


dann wird 


a, (; 
Va 

b, b, 

b, b, 

R,R,—R;,R, = 00 
0 0 

0 0 

0 9 

a, ad a0 0 

0 a @ 0 

VB V aa, 

u. 59 

Bar,‘ b,b, b, b, 
00009 

b, 5, 5,0 0 

VB VvVOOO 


R 


A, 
0 
b; 
0 
0 
0 
0 
0 
0 


0 
di; 


0 


2: 


0 
V 
0 
0 
0 
Ad, 
v 
0 
0 


a, 


b, b; 


0 
0 
0 


0 
b,, 
v 
0 


a; 


A, 


0 
0 
b,, 
0 


di, 
0 
b, 


A, 
v 

b, 
b, 


0 


0 
0 


d, 4; 
ad, a, 
0 a 
b, b 
b, b, 


0 0 
0 0, 
00 
0 0 

a, 4; 


b, b, 


di, 4, 


V) a, 


b, b, 


una b, 


da, 


b; 
0 b, b, 


wobei die letzte Differentiation nach dem fünften Elemente der ersten und 


0 
0 0 
0 0 


a, ad, @, VÖ 
0 aa, 
'b, b, b, Ö 
b, bi b, b, 
UV VOVOO 
ad % V a a, 
dd, % VÖ V 
b, 56,0 00 
b, , 56,0 0 
0 OO a a 
BU. 


000% 
+0 00 
000% | 


‚6,000 


0 VO a a 
VO a a 
0 5b, b, b, 
005, 


o’R 
=R 8(15) 9(32) ' 


nach dem zweiten Elemente der dritten Zeile zu bewerkstelligen ist. 


Genau entsprechend lässt sich die Richtigkeit des Satzes für e >n 


nachweisen. Man hat demnach, wenn v» > uw ist, 





R,. R,, 





:R 


av 


R, ur: 


(mod.R). 


Dadurch 


= 
= 
Be. 
R; 
28 
er 
7 
2 
A 
= 
5 
7 
A 
4 
h 
2 


Es sei 
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Nun ist bekanntlich 
RR. == R.,\R 
und deshalb haben wir auch 
R,.R,, R R,,-ı (mod.R); 


und diese Folgerungen kann man in der gleichen Art fortsetzen. So zeigt 


ur (mod.R) 


0.4 +1 


sich das zweite, schon allgemeinere Resultat 


R,.R,—R.R.  — (mod.R). REN 
Man hat nun ebenso 
R,;, kh,—R,R,,. () (mod. R), (#-+3 i+rT) 
und folglich ergiebt sich aus diesen beiden Congruenzen 


(R,„Ra—R.R;)R, 0 (mod.R). (u+l=0+x) 
Weiss man also, dass R eine irreduetible Function und deshalb nicht durch 
R,, theilbar ist, so folgt der oben aufgestellte allgemeine Satz. 

Wir wollen nun zunächst die Irreductibilität von R bei allgemeinen 
Coefficienten a und b nachweisen. R ist in den a homogen vom nten 
und in den 5b homogen vom mten Grade; zerfällt R, so muss jeder Factor 
auch homogen sein, wie sofort zu sehen ist. Wir nehmen an, es wäre bei 
segebenem Grade m der Function f(x), die Resultante für allgemeine g(z 
vom Grade » aber nicht für allgemeine g’ (x) von geringerem Grade zer- 
fällbar. Es sei 

R=R(z, i 


z, a sollen hierbei die Dimensionen der beiden Factoren nach den a und 


Ru 


7 Bi V); 
), v diejenige nach den 5b bedeuten. Es muss also z+u=n und A+v=m sein. 

Nun schreiben wir statt g das Produet der beiden Funetionen 

g()= Ar +pet-, a) Ant ante: (@ 
dadurch gehen die 5 in homogene Functionen zweiten Grades der 3 über, 
und wenn man die Dimensionen der auftretenden Funetionen nach den 
bestimmt, dann erhält man der obigen Formel gemäss 
Ru. = Rıl, 2WR;(u, 2»), 
Andererseits ist nach einem bekannten Satze 
R;,,- E27, R,,-R;y» 
= R,,(e, m)R,,.(0, m), 


wobei die eingeklammerten Argumente wieder die Dimensionen nach den «a 
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und nach den 5 angeben. Ist nun » auf zwei verschiedene Arten in zwei 
Summanden zerlegbar, und wählen wir ge, o von %, « verschieden: 
n=7+u=0+0, 

dann können R,, und R,,. nicht mit R, und R, zusammenfallen; mindestens 
eine der beiden Resultanten muss sich also aus Factoren von AR, und R, 
zusammensetzen und ist folglich, gegen die Annahme zerlegbar. Diesem 
Widerspruch können wir nur dann entgehen, wenn », falls es grösser als 
1 ist, nur auf eine Art in Summanden zerlegt werden kann, wenn also 
n=53 oder »=2 ist. Findet also für gewisse m und » eine Zerlegung 
von R statt, dann tritt eine solche sicher schon bei demselben m für » = 3, 
»—=2 oder a=1 auf. (Genau die gleichen Schlüsse gelten für m; wir 
können demnach jetzt auch m auf 3, auf 2 oder auf 1 redueiren und er- 
sehen also, dass, wenn überhaupt für ein Werthepaar m, » Zerlegung der 
Resultante allgemeiner ganzer Functionen mten und „ten Grades statt- 
findet, dann für einen der Fälle m, »=1, 2, 3 das Gleiche eintritt. 

Wir untersuchen nun zunächst 2=2 oder =3 undm=35. Ist dabei 
eine Zerlegung möglich, so wird zu setzen sein 

R = R,(z, 4).R;(u, v), 
(z+u=n=2 oder 3; A+v=m=3). 

Führen wir nun nach dem oben verwendeten Prineipe g’(x).g (x) statt 
g(x) ein, indem wir 


ar 


r \ ! „' " m! N— ‘ 
ge) = Mat, 9 (a)= at H ha 
setzen, dann entstehen, wie oben, die beiden Gleichungen 
RB... ry“ R,(z, 24) R,(u, 2v), 
‘ \ IN 
R,y.y Eagn R,,„(l, 3)R,,.(n—1, 3), 


wobei die ersten Grössen in den Klammern die Dimensionen nach den a, 
die zweiten die Dimensionen nach den  bezeichen. Da diese letzten in 
R, und AR, gerade, in den Resultanten dagegen ungerade sind, so folgt 
wie oben eine weitere Zerlegung für mindestens eine der Resultanten 
R,, oder R,,. Die Irreduetibilität für a„=1, m=3 ist unmittelbar er- 
sichtlich. 

Also auch der Fall, dass f oder g vom dritten Grade ıst, führt zu 
weiteren Reduetionen, und wir erkennen, dass aus der Zerfällbarkeit für 
allgemeine Funetionen auch die für m, »=1, 2 folgen müsste. Hier 
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findet sie nicht statt, und also auch im allgemeinen Falle nicht. Der ge- 
gebene Beweis ist von der Bedeutung der Resultante für die beiden Glei- 
ehungen mit den Coefficienten a und b unabhängig geführt worden. 
Aus dem Satze 
R,.R,—R 


ap 


R;, 0) (mod. R) (u+v =0o+tT7r) 


0.0 
folgt ein rein arithmetischer Beweis für ein anderes, die Ivesultanten be- 
treffendes T’heorem, welches gewöhnlich auf algebraischem Wege ab- 
geleitet wird (vgl. Salmon, modern higher algebra; 4” ed. p. 91). Es 
handelt sich um den Nachweis der Gleichungen 


IR OR DR OR an 
ET a 0 (mod.R), 


oa, oa, da, 0a, 
(u-+ı t) 
u ’ m 
oR OR oR oR , \ 
u — ; 0 (mod.R). 
ca, ob, oda, ob, 


Man hat, wie sofort ersichtlich ist, 


PR: ji 


OA, Ara! 


1, ut+n® 


3,4 +3 | 


} R, „+ R Ho+R, 


Trägt man dies und die entsprechenden Ausdrücke für die übrigen Ab- 
leitungen in die beiden Gleichungen ein, dann entsteht eine Anzahl von 
Gliedern der Form 

R,.„R„—-RuR;; (u+v = +7) 


von denen die geforderte Congruenz mod. AR bereits feststeht. Deshalb sind 
die beiden aufgestellten Gleichungen richtig. 

In meinem ersten Aufsatze über die Resultanten habe ich gesagt. 
dass der Beweis auf Seite 41 meines Wissens der erste sei, welcher nur 
Determinantenrelationen verwende. Nachträglich bin ich auf zwei andere 
Beweise derselben Art aufmerksam gemacht worden; der erste stammt von 
Herrn Frobenius (dieses Journal, Bd. 114 S. 222 oben), der andere von 
Herrn W. H. Tyler (Erlanger Sitzungsberichte 1891, Heft 23). 














Untersuchung und asymptotische Darstellung 

der Integrale gewisser linearer Differentialgleichungen 

bei grossen reellen Werthen des Arguments. 
(Zweiter Aufsatz.) 


(Von Herrn Adolf Kneser in Dorpat.) 


In UXVI. Bande dieses Journals habe ich Untersuchungen über 
rewisse lineare Differentialgleiehungen veröffentlicht, deren reelle Integrale 
für grosse reelle Werthe des Arguments nicht unendlich oft verschwinden, 
oder, wie ich es in einer früheren Abhandlung nannte, nicht oseillatorisch 
sind; speciell habe ich gezeigt, dass jedes Integral der mit reellen Con- 
stanten a, a, ... gebildeten Gleichung 


W+yl-a+ +4) = 0 
vermittelst einer nach fallenden Potenzen von x fortschreitenden, im allge- 
meinen divergenten Reihe asymptotisch dargestellt werden kann. Analoge 
Untersuehungen für Differentialgleichungen, deren Integrale oscillatorisch 
sind, speciell für die Gleichung 


y'+y (a’+ ni + +) a 


sedenke ich auf den folgenden Blättern durchzuführen. Sie gestalten sich 
wesentlich anders, und zwar einfacher als die früheren; da es sich hier 
wie dort um Funetionen reeller Argumente handelt, kann es auch nicht 
wunderbar erscheinen, dass dieselbe Frage bei Differentialgleichungen, die 
sich nur durch das Vorzeichen einer Oonstanten unterscheiden, zu ganz ver- 
schiedenen Entwickelungen Veranlassung giebt. 
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Einleitende Bemerkungen über die Stetigkeit der Integrale linearer Differentialgleichungen. 


Beschränkt man die reelle Variable x auf ein beliebig gegebenes 
Intervall J, so seien die Funetionen y und f(x) nebst ihren ersten Ab- 


leitungen stetig, und es bestehe die Differentialgleichung 


d’ u } 
(1.) ar tue) = V Hyf) = 0; 


ferner sei, indem man unter A und B positive Uonstante versteht, im 
Intervall J 
(1°.) > fa) >. 

Dann lehrt ein wichtiges T'heorem von Sturm”), dass im Gebiete J zwischen 
irgend zwei Nullstellen von y jedes Integral der Gleichung 

e+Ao=(, 
und zwischen irgend zwei Nullstellen eines Integrals der Gleichung 

vo +B’w = 0 
die Funetion y mindestens einmal verschwinden muss. Sind daher «, 9, y 
irgend drei auf einander folgende Nullstellen von y in dem betrachteten 
Intervalle, so hat man, da 

e=sinAz, w=sinBr 

gesetzt werden kann, 


9 
(2.) v—ıa > z ’ zZ B-a, 


und y verschwindet sicher mindestens einmal. sobald die Länoe des Inter- 
Lee) 


.. T » 
valls J grösser als g Ist 


Von diesen Thatsachen wollen wir Gebrauch machen, um nach- 
zuweisen, dass die Gleichung (1.) ein Integral von der für y vorausgesetzten 
Beschaffenheit wirklich besitzt. Das ist leicht einzusehen, wenn f(x) eine 
analytische Function ist, und sich in allen Punkten des Gebietes J regulär 
verhält; denn das erstere gilt alsdann von jedem Integral der Gleichung (1.) 
und hieraus folgt leicht, dass man jedes Functionselement, welches in der 
Umgebung eines dem Gebiete J angehörigen Punktes ein Integral der Glei- 


*) Sturm, Memoire sur les equations differentielles du second ordre. Lioueilles 
Journal, Bd. I (1556) S. 125. 
Journal für Mathematik Bd. CXVII. Heft 1. 10 
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chung darstellt, analytisch fortsetzen kann über die ganze Ausdehnung von 
J hin. Macht man dagegen nur die allgemeinere Voraussetzung, dass f(x) 
und f(x) in J stetige Functionen des reellen Arguments x seien, so kann 
man aus dem allgemeinen Theorem über die Existenz der Integrale von 
Differentialgleichungen zunächst nur schliessen, dass eine nebst ihrer ersten 
Ableitung stetige Function y von folgender Beschaffenheit existirt. Sie ist, 
wenn x, ein Punkt im Innern von J ist, eindeutig definirt für ein gewisses 
x, umfassendes Theilgebiet U,; für = x, nimmt y den willkürlich ge- 
ebenen Werth y,, y' den willkürlich gegebenen Werth y, an. Wenn nun 
x, > x, und x, ein Punkt von U, ist, für welchen 

(3.) y=yı Yhı 
so kann man ebenso für ein gewisses x, umfassendes Gebiet U, ein nebst 
seiner ersten Ableitung stetiges Integral 3 der Gleichung (1.) bestimmen, 
welches für e=x, die Gleichungen 

(4.) 3=Yy, 3=YJı 
ergiebt. Dieses ist für alle Punkte, die sowohl in U, wie in U, liegen, 
dem vorher definirten Integral y gleich; denn für alle diese Punkte ist der 
Differentialgleichung zufolge 

y32 —z2y =0, yz3—zy' = const.; 

die Uonstante rechts aber muss nach (3.) und (4.) gleich Null sein. Daraus 
folgt, dass das Verhältniss y:z für die betrachteten Punkte constant sein, 
mithin nach (3.) und (4.) den Werth Eins haben muss. 

Ebenso wie von z, zu x, kann man von diesem zu einem grösseren 
Werthe x, fortschreiten und erhält durch Wiederholung des Verfahrens eine 
Reihe zunehmender Grössen 

ua m <a <.», 
deren jede von einem mit gleichem Index versehenen Gebiet U, umschlossen 
ist. Dabei haben U, und U,,, ein Stück gemein; für jedes Gebiet U, ist 
ein nebst seiner ersten Ableitung stetiges Integral der Gleichung (1.) definirt, 
welches dem für U,,, definirten in jedem den Gebieten U, und U,,, ge- 
meinsamen Punkte gleich ist. Die sämmtlichen Gebiete U, bilden also ein 
Continuum U, für welches die Funetionen y und y' stetig und bestimmt 
sind und die Gleichung (1.) besteht. 

Das Gebiet U kann nun im Innern von J keine obere Grenze $ 
haben; d. h. reicht es bis in unendliche Nähe eines solchen Werthes 
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heran, so kann es über ihn hinaus in der Richtung wachsender Werthe 
von x erweitert werden. Um dies einzusehen, lasse man x innerhalb des 
Gebietes U wachsend dem Werthe & unendlich nahe kommen; alsdann kann 
nach (2.) für diese Werthe von x die Function y nicht unendlich oft ver- 
schwinden; sie behält also, wenn z gegen & convergirt, schliesslich ein 
festes Vorzeichen. Dasselbe gilt von y’, mithin nach dem Satze von Rolle 
auch von y’; also muss y schliesslich beständig wachsen oder beständig 
abnehmen, und sich für = einer endlichen oder unendlichen Grenze 
annähern. Wäre sie unendlich, so sei x ein für =S& nicht verschwinden- 
des Integral der Gleichung (1.), welches ebenso wie « für ein gewisses, 
5 umfassendes Gebiet U’ stetig und bestimmt ist; bezeichnet man mit e 
eine passende ÜUonstante, so ist für die den Gebieten U und U’ gemein- 
samen Punkte 


(5.) yu—uy =c RE RER 
ae yu ia yyu 


Nähert sich nun z der Grenze &, so convergirt der Bruch y’:y, da y un- 


eilt dann von 


oO 


endlich gross wird, gegen einen endlichen Werth; dasselbe 
seinem Integral |gy und von y selbst, was der Annahme widerspricht. 
Somit muss y, und der ersten Gleichung (5.) zufolge auch y’ für e=S$ 
gegen einen endlichen Grenzwerth convergiren. Setzt man demgemäss 
limy=n, limy=n, 
x=S z=& 
so kann man in einem Gebiete U’ das Integral «, so definiren, dass für =& 
die Gleichungen 


U — 7, U, — 7 


bestehen; dann aber muss für die den Gebieten U und U’ gemeinsamen 
Punkte %,= y sein aus denselben Gründen, welche bei den Gebieten U, und 
U, die Gleichung y= 3 ergaben. Hieraus folgt, dass man das Gebiet U, 
für welches y mit den angegebenen Eigenschaften definirt ist, über & hinaus 
erweitern kann, indem man U’ hinzufügt, und eine analoge Betrachtung 
gilt offenbar für die unterhalb des Werthes x, liegenden Theile von J. Das 
(Gebiet U kann also jeden im Innern von J liegenden Punkt umfassen, und 
es giebt ein Integral y, welches in dem ganzen Intervall J bestimmt und 
ebenso wie y' stetig ist und für = x, den willkürlich gegebenen Werth 
y, annimmt, während y' der ebenfalls beliebigen Grösse y, gleich wird. 
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82. 
Die Maxima, Minima und Nullstellen der Integrale linearer Differentialgleichungen. 


Wir führen nun die speciellere Annahme ein, das Intervall J enthalte 
alle oberhalb einer positiven Grenze g liegenden Werthe von x und es sei 


limf(@) = a, 
indem a eine positive Constante und das Zeichen lim, wie fortan immer, 
wenn keine andere Bestimmung gemacht wird, den Grenzübergang für 
x =+»x bezeichnet. Nimmt man die Grenze g hinreichend gross an, so 
können A und B irgend zwei Constante sein, für welche 


A>a>bBb>V0; 


immer ist dann für das Gebiet J die Relation (1'.) erfüllt. Nach $ 1 giebt 
es daher ein oberhalb des Werthes g nebst seiner ersten Ableitung stetiges 
Integral y der Gleichung (1.), und dieses hat nach dem eitirten Satze von 
Sturm unzählige Nullstellen, welche grösser als g sind und durch &,, ©, &, .-. 
bezeichnet werden mögen. In jeder von ihnen muss y sein Zeichen wechseln; 
denn bliebe y z. B. positiv, so müsste y' von negativen zu positiven Werthen 
übergehen, während y’ negativ wäre, was offenbar unmöglich ist. Die 
Intervalle zwischen zwei auf einander folgenden Werthen z,, enthalten also 
abwechselnd ein Maximum und ein Minimum von y. Zwischen x,, und 
%5,,. liegt eine einzige Nullstelle von y', welche durch z;,,,;, bezeichnet 
werde; denn wären zwei vorhanden, so müsste y” zwischen ihnen ver- 
schwinden, während diese Grösse offenbar stets zugleich mit y von Null 
verschieden ist. Bezeichnet man die Werthe von y und y’' für irgend ein 
Argument x, durch Anheftung des entsprechenden Index v, so hat man 
allgemein 
(6.) Yo = Yur,z2 = Yarzı —= (0 

und nach (2.) 


7 Ir 
Ly,44 70% > A’ Ir. 0, < BB 


Schreibt man nun die Gleichung (1.) in der Form 


yytyyfe) = 0, 
so ergiebt sich durch partielle Integration 


(8.) tyra) [y’f(@)dr = const. 


er. 


(T. 
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also speciell, wenn man von x, bis &, integrirt und die Gleiehungen (6. 
berücksichtigt 


(9) 9, = Yılla)t / "pr (@)dr. 


Das Integral auf der rechten Seite kann man nach dem zweiten Mittel- 
werthsatz*) umformen; da y’ eine positive, von x, bis x, hin wachsende 
(Grösse ist, erhält man 


"sr @)da = if" o)de = yilfe)-1G)) 


wobei 
‘ « “ % ( 
also nach (9.) 


(9) 


en iPIEN 

yo = YıllSo). 

Erstreckt man ferner in der Gleichung (8.) die Integration von x, bis » 
so ergiebt sich 


(10.) vr yla)+/yr(o)de: 


Da die Grösse y’ von x, bis x, beständig abnimmt, so giebt jetzt der zweite 
Mittelwerthsatz 


SI vr de = yf dr = len) 


Lı 


wobei 


. { » f \ 
daraus folgt nach (10.) 


y2 = Yıllsı) 
und mit Berücksichtigung der Gleichung (9*.) 
ar ) _ f&). 
\y, f(&,) 
In dieser Entwickelung kann man offenbar ©;,, &;,.:. &,., für x. 
T,, X, setzen; bei passender Wahl der Grössen 5, welche den Ungleichungen 


(11.) Try, ; $2, 


Ly,413 To,rı — S, 11 ü . To, ı?2 


— -#’ 


| 
I/\ 


*) Dini, Fondamenti per la teorica delle funzioni di variabili reali (1878) $ 211. 


p. 294. 
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genügen, kann man setzen 


(12.) Yı, u YoHıl(Er) Ya: —. Yy+1[($2 4); 
Yırı 2 ) = 1ie22 +1) 
Yy2r [(&%) 


Nun lehrt die Identität 
BR j 2 ! 2 
Ba. ua u Y; Y2v 
Y:, = ye( *) ( 2) a ' -); 
Y, Y, Yıv—2 
dass der Grenzwerth 
lim y;; 
v=+% 


bestimmt, endlich und positiv ist, sobald das Produet 


= f(&»+1) 

TE 

convergirt. Eine hinreichende Bedingung dafür besteht nach Weierstrass*) 
darin, dass die Reihe 

x, | f(&+1) 
a Et f(52,) = 

absolut convergent ist. Die einzelnen Glieder dieser Reihe werden, da bei 
unbegrenzt wachsenden Werthen von v die Grössen & nach (11.) und (7.) 
unendlich gross werden, schliesslich unendlich klein. Um ihre Grösse näher 


abschätzen zu können, gehen wir aus von der Gleichung 
Ss MSw+ı) 1. MEr+1) fr) u (nm) ErH 2) 


Fr) f($:) ” f(5:») 
wobei 
„Mm S 5 +1 
also nach (11.) auch 
L,, a 7, Ss L3,+2;5 
oder, was dasselbe bedeutet 
(13.) I, > N» > Turn > NvH > Torre 


Nach der ersten Ungleichung (7.) hat man aber 


. 8 
IL ar X ae A ’ Is IL; Ze A ’ * “ . ’ 
also wenn man addirt und die Relationen (13.) berücksichtigt 


vTrt 


. Vri ar Vrt 
I, Tut A ’ N2, Be Cut A’ N2,+1 _ Tut A 


*) Weierstrass Werke Bd. I (1894) S. 176. 
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Wenn nun ?(z) eine Function ist, welche für x >yg mit dem Argu- 
ment wächst und stets positiv ist, so ist offenbar 


(14) 2m) > D(a,+ 


Da ferner nach (11.) und (7.) 


vn‘ 


: A WweN. 
-) Bm) > Pln+ T); 


A 


S2y417,5% rn Tr: 
ist, so folgt 

S |< 27 f'(n») 

ee Sl 


also a fortiori, wenn man v durch 2» oder 2v-+1 ersetzt und die Unelei- 
chungen (1’.) und (14.) benutzt, 


v ” In Ir \ rd x 
S,, Wen Ki y f n,)P 1)» 
. 7 j 
B’b(2,+ 7) 
\ A 
\Q a Zr fr \cobf ) 
Sy . N f Nv+1) D N3 HIJ/|* 
3 f vV7T \ 
B’D\ x,+ 
\ A 


Hieraus ist ersichtlich, dass die Reihe S absolut convergent ist, wenn es 
gelingt, die Function 2 in folgender Weise zu bestimmen. Die Grüsse 
f (z)P(x) bleibe unterhalb einer positiven Uonstanten, wenn z unbegrenzi 
wächst, und die Reihe 

x | 

P> 27: 
v0) D (z ln 

hu 


deren Glieder positiv sind, convergire. Letztere Forderung ist z. B. erfüllt. 


1g 
wenn man setzt”) 

Plz) = cr 
und unter y eine beliebige positive Constante versteht; wenn daher eine 
derartige positive Grösse @ existirt, dass für e >g 

ef (a)| < G, 
so ist das Produet P eonvergent und der Grenzwerth 

lim y;, 

endlich, bestimmt und positiv; die Gleichungen (12.) ergeben dann, da offenbar 


im ff&,,) = im ff...) = @, 
+ v_+% 


v-+32 


*) Lejeune-Dirichlet, Zahlentheorie herausg. von Dedekind (1894) $ 117 8. 304. 
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dass auch die Grösse 9;,., für v=+%x einem bestimmten Grenzwerth zu- 
strebt, nämlich dem Werth 

(1 lim y;  imyi 

(15.) Im ya, = —; img. 

v—+% v—+% 

Da nun in jeder Nullstelle von y und y' die verschwindende Grösse ihr 
Zeichen wechselt, so ist jede der Grössen y;, und Y,,;, abwechselnd positiv 
und negativ bei wachsenden Werthen von v; man hat also 


(16.) lim y,.ı = — lim y,„.;, lim y, = — lım y,,..: 


v=r® v=+% v=+2 v=+2 


die Grenzwerthe in beiden Gleichungen sind endlich und bestimmt. Ferner 
ist Y,,.,, ein Maximal- oder Minimalwerth von y, je nachdem y,, positiv 
oder negativ ist; daraus folgt mit Rücksicht auf (15.) und (16.): 


lim y,, = alimy,,.., lim y,,,.= alim y,,.;: 


v=+r v—=—+% v=+% v=+% 
Hiermit ist folgender Satz erwiesen. 

Die reelle Function f(x) sei nebst ihrer ersten Ableitung endlich und 
stetig, sobald x einen positiven Werth g überschritten hat, und nähere sich, 
wenn man x unbegrenzt wachsen lässt, einer positiven Grenze a’; dann hat 
die Differentialgleichung 


y+yf(«) = 0 


Integrale, welche nebst ihrer ersten Ableitung endlich und stetig sind, sobald 
x > g, und oberhalb jeder Grenze noch verschwinden. Giebt es ferner der- 
artige positive Constante y und g, dass die Ungleichung 


fl) <Y 


besteht, sobald & > g, und ist y ein Integral von der angegebenen Beschaffen- 
heit, so convergirt der absolute Betrag, den y in den Nullstellen von y hat, 
gegen einen endlichen positiven Grenzwerth, wenn man zu immer grösseren 
Nullstellen übergeht; dasselbe gilt von den absoluten Beträgen der Grösse y 
in den Nullstellen der Ableitung. Letzterer Grenzwerth giebt mit a multiplieirt 
den ersteren. 

Als Corollar ergiebt sich sofort, dass es unter den eingeführten 
Voraussetzungen eine endliche positive Grösse giebt, welche von y| und 
y nicht überschritten wird, so gross auch das Argument genommen wer- 
den mag. 
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$ 3. 
Angenäherte Darstellung der betrachteten Integrale durch trigonometrische Funetionen 
Wenn die Differenz 
pa) = f(a)—a’ 
identisch verschwindet, so hat die Differentialgleichung (1.) die Integrale 
cosaz und sinaz. Es liegt daher nahe zu fragen, ob durch diese Fune- 
tionen im allgemeineren Falle die Integrale der Gleichung (1.) wenigstens 
für grosse Werthe von z annähernd dargestellt werden. Diese Frage kann 
nicht schlechthin bejaht werden, sondern nur, wenn die Funetion (x) eine 
gewisse Eigenschaft besitzt. 
Setzen wir in der Gleichung (1.) z. B. 
y= (08aTcT-+2, 
so ergiebt sich für z die nicht homogene Differentialgleichung 
(17.) 3 +z/(z) = —p(r)eosar. 
Um ihre Integration auf diejenige der homogenen Gleichung zu redueiren, 
nehmen wir an, Y, und Y, seien zwei linear unabhängige Lösungen der 
Gleichung (1.); man kann nach $ 2 annehmen, dass dieselben nebst ihren 
ersten Ableitungen in dem Intervall von g bis +» stetig sind und zwischen 
endlichen Grenzen verbleiben, so dass jedenfalls bei passender Wahl der 
positiven Constanten C die Ungleichungen 
(18.) Y,cosaxz, <"C, ‚Y,cosar, < C 
bestehen, sobald 2>g. Dabei können die Werthe Y.. Y., Yı. Y für 
irgend ein Argument willkürlich fixirt werden; sind sie z. B. 1, 0,0, 1, 
so hat man für das ganze Gebiet J: 
(19.) Yu-by = 1 
da die Ableitung der linken Seite verschwindet, wenn Y, und Y, Lösungen 
der Gleichung (1.) sind. 
Nun gilt bekanntlich die Formel 


(20.) s = UY-+Ü;Y,, 
wenn man U, und U, durch die Gleichungen 
UY+UY=0, UY+UY;= —y(r)cosar 


bestimmt; löst man diese nach U; und ÜU;, so ergeben die Formeln (19.) 
Journal für Mathematik Bd. CXVII. Heft 1. 11 
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und (20.), wenn man unter c,, ©, d,, b, Constante versteht, 


F Y,y(z)eosardk. 


\ / 


3 ’2 
21) = aY,+teY.+Y, / Y,p(xz)eosarde—Y; 
h, ba 
Um diesen Ausdruck für grosse Werthe von x discutiren zu können, werde 
die neue Voraussetzung eingeführt, dass, wenn 2 >g, das Integral 
’+% 
/  Y(a)de 


x 
einen bestimmten, endlichen Werth habe, und dass die Function (x) ober- 
halb einer gewissen Grenze g, ihr Vorzeichen nicht mehr ändere. Wenn 
dann x > b, > g,, so ist nach dem ersten Mittelwerthsatze 


. »xc 
/ Yıy(@)eosarde = (Y,cosaz),_.: / p(z)dr, 


h 


wobei 
ee Er 7 
hieraus folgt nach (18.) 
. MM. u "r 2 
(22.) / Yıy(z)eosarde < C / p(x)dx 
D Di 


’q 


Diese Ungleichung lehrt, dass das Integral 


+ 
(23.) / Y,p(xz)cosardt 
b» 
einen bestimmten, endlichen Werth besitzt. Denn theilen wir das Inte- 
grationsgebiet desselben in unendlich viele Theile, so sind die zugehörigen 
Theilintegrale nach (22.) dem absoluten Betrage nach kleiner als die ent- 
sprechend gebildeten Summanden, in die man das Integral 
x -% ü | 
/ ya)de= / ya)de 


« 


ba |», 
zerlegen kann. Dieses ist nach der eingeführten Voraussetzung endlich; 
das Integral (23.) erscheint demnach als eine Summe unzähliger Summanden, 
deren jeder dem absoluten Betrage nach kleiner ist als ein entsprechendes 
Glied einer convergenten Reihe, deren Glieder gleiches Vorzeichen besitzen; 
damit ist die aufgestellte Behauptung bewiesen. Ebenso ist offenbar auch 
das Integral 

’+% 
/ Yyp(z)eosarde, 


wenn 5, > 9, endlich und bestimmt. 
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Auf Grund dieser Resultate kann man in der Formel (21.) setzen 


’-% ’-% r 
a=- / Y,y(z)eosardı, = / Y,y(xz)eosaxrde; 
b L 


benutzt man die Identitäten 


(24.) - [+ "= > Sf = / 


h X 


»Ly 


so erhält man für 2 >g, als partieuläres Integral der Gleichung (17.) 
den Ausdruck 


+2 ’+-L R 
s= -Y, / Y,cosaxp(z)de+Y, / Y,cosaxry(x)d«. 
Da nun bei wachsenden Werthen von x die Grössen |Y,|. |Y,|, !Y!|. |Y 
unter einer endlichen Grenze bleiben, so folgt für = +: 
(29.) lımz = 0, 


und ebenso, da 


! 


! »r% \ r! '+% r 
3 = — Y; / Y,cosarg (2) da nu } ) / Y,cosary z)dr. 


ergiebt sich 
(26.) limz = 0. 
Es giebt also ein particuläres Integral der Gleichung (1.) von der Form 
y= c08ar+3z, 
für welches die Gleichungen (25.) und (26.) bestehen, so dass das Integral 
für grosse Werthe von x annähernd durch cosaxr dargestellt wird. 

In der ganzen Entwickelung dieses Paragraphen kann nun offenbar 
cosaxr durch sinar ersetzt werden, da nur beiden Functionen gemeinsame 
Eigenschaften der ersteren benutzt worden sind; die Gleichung (1.) hat also 
auch ein partieuläres Integral von der Form 


y= sSinac+z, 
wobei 

limz = limzs =. 
Der Quotient y:y kann nicht constant sein, da die Grösse 

yy—-yy = a+z(acosar+z)—z(—asinac-+z') 

für e=+mw dem Grenzwerth a zustrebt; das allgemeine Integral der Glei- 
chung (1.) kann daher für <> g, durch y und y linear homogen mit eon- 
11* 
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stanten Coefficienten dargestellt werden. Die hiermit erhaltenen Resultate 
formuliren wir in folgender Weise. 

Macht man für die am Schlusse des $ 2 betrachtete Differentialgleichung 
die Voraussetzung, dass, sobald x eine gewisse Grenze g, überschritten hat, 
das Integral 


R‘: (f(z)—a’)da 


endlich und bestimmt sei, die Differenz f(x) —a’ aber ihr Zeichen nicht mehr 
ändere, so kann jedes Integral jener Gleichung für x > g, dargestellt werden 
in der Form 
y = C,ecosar + Ü,sinarc-+ e, 
wobei C, und C, Constante sind, und für = +mw die Gleichungen 
lime = lime = 0 


bestehen. 


S 
S.4. 
Vorläufige Betrachtung der divergenten Reihen, welche gewissen Differentialgleichungen formal genügen. 


Poisson*) hat die Besselsche Function J (x) in eine semiconvergente, 
nach fallenden Potenzen von x fortschreitende Reihe entwickelt; die von 
ihm gegebene Formel ist durch Betrachtung bestimmter Integrale von Lip- 
schitz**) streng bewiesen worden. Die Resultate der vorigen beiden Para- 
graphen erlauben uns, nicht nur die Poissonsche Entwickelung von der 
Besselschen Difterentialgleichung ausgehend zu beweisen, sondern auch 
einen ähnlichen Ausdruck für jedes Integral derselben, und für eine um- 
fassende Klasse linearer Differentialgleichungen asymptotische Darstellungen 
ihrer allgemeinen Integrale herzuleiten. 

Die Gleichung 


" Ei a, \ 
u ee 
Y +y(a Tr ve pr 2 v, 
in welcher die Constanten a, a,, a;, ... reell und der Coeffieient von y 
eine fiir hinreichend grosse, endliche Werthe von x convergente Reihe sein 


*) Poisson, Second memboire sur la distribution de la chaleur dans les corps solides, 
Journal de l’Eeole polytechnique t. XII cah. 19, p. 350 (1823). 


Me i RR BE KB 
“*) Lipschitz, Ueber ein Integral der Differentialgleichung —— + Ä 
i Ör 


+1=0 


Bd. LAVI dieses Journals S. 159 (1858). 
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möge, kann, indem man ax als unabhängige Variable einführt, auf die Form 


a 


27.) y'+yli4 in 37 DR era 


en 


ee. 


gebracht werden. Sie gehört zu den in $ 2 betrachteten Gleichungen; soll 
auch das Theorem des $ 3 anwendbar sein, so muss man setzen 
(28.) =D, 


da andernfalls die Grösse 


[" (near) = "(94% 4 )de 


[3 D 
» r 


keinen endlichen Werth hätte. Auf die Annahme (28.) kommt man auch, 
wenn man der Gleichung (27.) durch den mit eonstanten Coeffieienten 
a, P gebildeten Ausdruck 


m) 


@ &, r ut Malta AR MP Ph 
= cose(o,+ —4-: + )+sine(,+ ı1,-2 +.) — A, c0sr + A,sinz 
. zT T , x 2 


rein formal zu genügen sucht. Setzt man nämlich, wenn w eine beliebige 
Funetion von «x ist, 


Ad Ad \ 
< Y4 .\ — "ia JE Be . usa 
Fw) = w -w(1 Krart a hs 
so ist offenbar 
| 7) — X, cose+Ä, sine—2X;,sine+2 X, cos 
3 
(29.) a et. a, 0 
| +(A,cos2+ A,sinz)\—- + ade) 


Die Potenz x’ kommt also nur in den beiden Gliedern 
@,a, C0SX B,a, sinz 
z rt 
vor. Entwickelt man ferner, indem man die mit cosz und sinz multi- 
plieirten Glieder zusammentasst, 
> 
+ )+sinz(B,+ N + n He) 


I Mn 


A A 
(u) = eose(A,u+ 4 


so ist zunächst 
A, = B, m 0, 
und die Gleichung (29.) ergiebt für jede ganze Zahl x 


| A, = (n— 1)(n—2)a,.—2(a—-1)P,- +4, +, ++ta,,, 
\B, = (n—1)(n—2)P,.+2(R- De, t@P,t+t®P,..+'+ta,ßo- 


(30.) 
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Setzt man daher allgemein 
(31.) A,=B,=0, 


und benutzt diese Gleichungen zur Bestimmung von «,_,, P,-. durch die 
Grössen «, 9 mit geringerem Index. so ist die Determinante der Coeffieienten 
von «,_, und P,_ı 

a —2(n—1)| 


'2(n—1) a 


von Null verschieden, sobald » > 1; für a=1 und z=2 ergiebt sich 


= a+4(n— 1)’ 


l 


a, = V), Pod =V, —2P,+a,0, =, 20, +a,ß =, 
Wäre also a, von Null verschieden, so folgte 
u, = Po =, > P, = U, 


und da die Formeln (31.) offenbar «,_, und /,_, als lineare homogene 
Ausdrücke der vorhergehenden Grössen «, ergeben, so müssten diese 
Coefficienten sämmtlich verschwinden. Soll daher eine der Gleichung (27.) 
formal genügende Reihe x existiren, so muss die Gleichung (28.) bestehen, 
die wir von jetzt an voraussetzen wollen. Alsdann ergeben die Recursions- 
formeln (31.) bei willkürlicher Wahl von «, und /, endliche und bestimmte 
Werthe aller Grössen «,, P,. 

Um nun zu untersuchen, in wiefern die durch die Gleichungen (31.) 
definirte Entwickelung a zur asymptotischen Darstellung der Integrale der 
Gleichung (27.) geeignet ist, setzen wir 


n 
u, = etost 


vu 


".ß, 


Üü, . 
„ tsne 3, y-u4t3; 
y—( 


dann geht die Gleichung (27.) in folgende Form über: 
Fly) = P)+ Plu,) = 0, 
(32.) 2’ +z(1 + a + ni ++.) = — P(u,): 
“hat letztere Gleichung ein partieuläres Integral, für welches 
(33.) lim(x”z2) = 0, 
so hat man auch für das entsprechende Integral y 
lim((y—u,)e") = 0, 


und die Reihe « giebt, gleichviel ob sie im gewöhnlichen Sinne des Wortes 
convergent ist oder nicht, eine asymptotische Darstellung von y nach der 


’ a uch Kan na" ie te: 
BREI N nn EB 2074 
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von Poincare*) gegebenen Definition. Das Ziel unserer nächsten Unter- 
suchungen ist, zu zeigen, dass bei willkürlicher Wahl von «, und /, ein 
Integral 3 von der angegebenen Beschaffenheit existirt. 

Zunächst knüpfen wir an die Formeln (30.) die Bemerkung, dass 
bei willkürlicher Wahl aller Coefficienten «,, 2, nur diejenigen von ihnen, 
für welche v=<.r ist, in den Ausdrücken A, ..., A Bi 220 VOR 


n-+-1 9 n 


kommen. Da nun 7(u) dadurch in 7(u,) übergeführt werden kann, dass 


man alle Grössen «,, ?,, in welchen v >n, verschwinden lässt, so kann 


ar 


man Setzen 





A, A, ns : a. Sr 
Pin) = cos ( a A is )+sinz > + — ++ — ) 
£ z r ge 2" 2 u 
(9%) l I\ | | | 
2 fs. „. f sınz | 
FT - - > (3.- Til ) 1 - ) | U, f pe ‚( )) b) 
" Zal Mn 4 gr Mn SB / 


wobei durch %, wie fortan immer geschehen soll, Potenzreihen bezeichnet 
werden, welche für hinreichend kleine, von Null verschiedene Werthe des 


Arguments l1:x convergiren, und die Constanten A, und «, aus A,,, und 


B,., entstehen, indem man die Glieder mit «,,, und /,,, weglässt, sodass 
nach (30.) 
„= n(n+l)e, ta, +40,_,+'"+4,,20,; 
u, = na+1)P,+@P,+@P,_1 +" +4,.>Pn. 
Wenn daher allgemein die Formeln (31.) gelten, so hat man 
(35.) = 2n+l)P,, = -2(n+l)e,... 
und die Formel (34.) ergiebt 
(36.) P(u,) = u (2,4 1 R( l ))+ un (u.+ | R.( | ) ._W 
BrTA z 4, e r u 7? 


x" 
Dieser Ausdruck ist auf der rechten Seite der Gleichung (32.) einzusetzen. 
Die homogene Gleichung, auf welche ihre Integration führt, ist mit der ge- 
ebenen Gleichung (27.) identisch. Zwei von einander unabhängige Lösun- 
gen dieser kann man nach $ 3 in der Form 
(31.) Y,=cose+&s, Y=sine+s 
schreiben, wobei 


lime, = 0. 


( 


(38.) lims, = lim, = lime, 


*) Poincare, Sur les integrales irregulieres des equations lineaires. Acta math. 


3d. VIII (1885) p. 296. 











) 
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und ferner die Gleichung 
YY-YY = 1 


besteht, da ihre linke Seite eonstant und für grosse Werthe von x beliebig 


wenig von Eins verschieden ist. Alsdann hat das allgemeine Integral der 
Gleichung (32.) den Ausdruck 


3 = UY,+U,Y.. 
während zur Bestimmung von U, und U, die folgenden Gleichungen gelten: 
UY-+U;Y, = 0, 
UY+UY = —-#(u) = MW. 


( 


Hieraus folgt, wenn unter b,, b,, ce. ec, Constante verstanden werden, 


; ’x x 
(39.) 3 = aY, +6 Y,-Y, / WY,.dı-+Y, f WY,d«: 

dabei sind die Constanten b,, 5b, positiv und so gross zu wählen, dass ober- 
halb derselben die Integrale Y,, Y; nebst ihren ersten Ableitungen stetig sind. 

Eine wichtige Umformung dieses Ausdrucks z erhält man aus- 
gehend von der Thatsache, dass die Integrale 

+2 0082 ne 7 mern +2 sinz er sine nf] 

/ ar — dx, / +3 B(-—) de, / Ku dı, i +3 Bl r ) dx 


rg a 
b; b, ha b, 


— 2 endlich und bestimmt sind, da die Grössen ®.(—-) und B.( -), 


für v 
wenn x unbegrenzt wächst, endlichen Grenzwerthen zustreben. Berück- 
sichtigt man den Umstand, dass die Grössen Y, und Y, nach (37.) zwischen 
endlichen Grenzen bleiben, so lehrt die Gleichung (36.) durch Schlüsse, 


welche wie bei der entsprechenden Untersuchung in $ 3 streng zu formu- 
liren sind, dass die Integrale 


[wY.de, / WY,dr 


endliche und bestimmte Werthe besitzen. Es ist daher erlaubt, in der 
Gleichung (39.) zu setzen 


= Fr» WY;.dı, & = — a WY,dr; 


b 


dadurch erhält man, wenn man die Identitäten (24.) berücksichtigt, das 





Schränke sche 
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folgende partieuläre Integral der Gleichung (32.): 


+ 


(40.) s= Y/ WYde-Y,/ "WYdr. 


Diese Funetion wird offenbar für 2=+% unendlich klein; eingehendere 
Untersuchung erheischt die Frage, ob auch die Gleichung (33.) besteht. 


N .), 
Nähere Untersuchung des erhaltenen Ausdrucks = für grosse Werthe von r. 


Setzt man die explieiten Ausdrücke von W, Y,, Y, aus den Glei- 
chungen (36.) und (37.) in die Formel _ ein, so ergiebt sich 
+” sinc-+e 


\ 2 In 
w_ - (eosc+E) / rn \eose[(4,- —p(- )) 


Fon 


. { l \ / l \y 
+sinz (u, _ 18, vr ) dr 


+2 cosc-te, | (; 1 RR 
f n » Ss I } 
+ sine- H&) jr ‚coSsT 4.4 z Bi\ ” )) 
a ER it 
+sine (u, + x Ss, | ß ); dr. 


Wenn man nun auf der rechten Seite die Klammern auflöst. so kann man 
drei Arten von einzelnen Gliedern unterscheiden: erstens solehe. bei welchen 
unter dem Integralzeichen ein Factor e steht; zweitens solche, in denen 


der Nenner die Potenz x”* oder eine höhere enthält: endlich solehe. deren 
Nenner die Grösse x=”*°, deren Zähler aber keinen Factor & enthält. 


Ein Summand der ersten Art ist z. B. 
"E00! . 1 >43 ’ 
= — (e OST —+ &) Pe zur (i, > - Ss, \ )) dr = — (COST + €, L: 
un x / 


Auf das Integral Z kann man bei hinreichend grossen Werthen von = den 


R A ; Sn 6 er u ae 
ersten Mittelwerthsatz anwenden, da schliesslich die Grösse 4,-+ - Bil ) 
‘ Mn 


ihr Zeichen nicht mehr ändert: bezeichnet man durch @, die obere Grenze 
von |&s,cosr| für alle x überschreitenden Argumente, sodass nach (38. 
(41.) lim@, = Q$, 


so hat man 
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oder in einer neuen Bezeichnung 
a 
SZ %(—)|; 
also nach (41.) 
(42.) lim(z"""L) = 0, 
mithin auch 
(43.) lim(2"''"S) = 0. 


Ferner ist offenbar 
Ba DiEen &,c0s2(cosc-+e,) [. EUER 
5 = (inne) et) (lH), 
also nach (42.) und (38.) 
(44.) lim (2”*'"S) = 0. 
Selbstverständlich erhält man die Formeln (43.) und (44.) auch, wenn man 
unter S ein anderes Glied erster Art des Ausdrucks z versteht. 


Die zweite Art von Summanden ist ebenso leicht zu behandeln. 
Ein Beispiel dieser Art wäre das Glied 





+* sinzcosz 


T= — (c0sc+ u) / re B, & )dx = — (C08r+8&)M. 


1 1 > . . .. > 
Da der Ausdruck ar Bl) sein Vorzeichen beibehält, wenn x eine ge- 
wisse Grenze überschritten hat, so besteht die Ungleichung 
a 
MS J — Bı (—)de 
oder in neuer Bezeichnung 


<BR) 


woraus sich ergiebt 


(49.) lim(z"*'"M) = 0 
mithin auch 
(46.) mie" T) = 0. 


Difterentiirt man ferner T, so ergiebt sich 
ki zit age In (cos2+ €, )sInz2cosz af] 
1 — (sinz—e)M+ En 375 ° Eurer — - . 
und hieraus auf Grund der Gleichung (45.) 
(47.) lim(a”*"T') = 0; 


die Relationen (46.) und (47.) gelten wiederum für jedes Glied zweiter Art. 








n > Sa er re a 
EN r Berlrelen nen R 





Kneser, Untersuchungen über Differentialgleichungen. 91 


Bezeichnet man nun durch (S) die Summe aller Glieder erster, 
durch (T) die Summe aller Glieder zweiter Art, so kann man schreiben 


= ($)+(T)- .) 2 j = (1,6082-+ u,sinz)dx 


un 


”" 0082 
TR). F > (4,6082 + u,sinz)d.r 
oder auch 


r= — cos? r 
3—(S)-(T) = —(coscH+ / & ae + au. dx 


rt 2 I" 1-2 J 


+@inzte) B; u bu san u„sin2x ) dr. 


In + ) ar 


Hier unterscheiden wir Glieder, bei denen unter dem Integralzeichen eine 
trigonometrische Function steht, und solche. bei denen dies nicht der Fall 
ist. Eins der ersteren ist 
"+2 ).sin2z IM m. 
U= TURN, / aan de=— (c08c-+&,)N, 
Auf das Integral N kann man den zweiten Mittelwerthsatz anwenden: da 
die Funetion =” beständig abnimmt bei wachsenden Werthen des Argu- 


ments, so hat man zunächst, wenn 2 > x, 


I de = og S"sin2xde, 
wobei 
en Sg 
Hieraus folgt 
f nd de S zn | c0o8s22—c0s25|< ar 


und da diese ee für beliebig grosse Werthe von x gilt, so folgt 


+2 sin? a auner4r) 
| Id <—z, |N<—, 
« 7 T u 
also 
(48.) lim(x2"*'"N) = 0, 


und weiter 
(49.) lm(e"*"U) = 0. 
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Ferner hat man die Gleichung 


| Bd 1 sin? 
Var ee > (sine—&)N— 5 (COSc-+8,) er ' 


also nach (48.) und (38.) 
(50.) lim(2"*U') = 0 
und auch hier gelten die Gleichungen (49.) und (50.) für alle Glieder des 
Typus U. 
Die Glieder endlich, welche nach Abscheidung aller S, T, U übrig 
bleiben, können explieite ausgerechnet werden; bezeichnet man durch (U) 
das Aggregat aller Glieder der zuletzt betrachteten Art, so ergiebt sich 


2 y , 4; u„(C0scH+&,) ).(sinz-+ &,) 
AN) = — Zar nartı t 2m 


wg 2(n+ 1)e* HI 9 
oder wenn man die unter (35.) angegebenen Werthe 4, und u, einsetzt, 


ING m B.. I 
91.) 3—(S)—-(T) -(U) RR On ‚ı(cOSz 4 &)+Pß H(Sinz+E,) i 


Ye 
Setzt man ferner 
v = a IHHTNHU)), 
so lehren die Gleiehungen (43.), (46.), (49.) 
52.) lime = 0; 


hieraus und aus der Gleichung 


R (n-+1)v n+/G ; PT (IN! 
u. r "Ti (KO) T\ ) +(U) 
folgt nach (44.), (47.), (50.) 
53.) imo’ = 0. 


Da nun die Gleiehung (51.) geschrieben werden kann 


On+1 cOscr —+ In } ‚sin +» -H OUn+i1 €, + On +1 €, 


da 


POaS 
so ıst klar. dass man setzen kann 
:’E Dr „+1 C0sC-+ A,.1s5inz+W 
94.) en Bl ai 1 en nn 


wobei nach (51.), (82.), (53.) die Gleichungen 
55.) limo = limo' = 0 
bestehen. Speeiell folgt hieraus 


.n\ 


25. 


lim(e"2)=0, lim(2’2)=V0. 





Ei 
a 
2 
e 
“ 
e, 
Y 
R 
2 
Ef 
y 
1 
u 
x 
# 
B 
; 








1 u re na 
RI age 


ah 
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$ 6. 
Asymptotische Darstellung der Integrale y durch semiconvergente Reihen. 
Aus der Form der Gleichung (32.), deren partieuläres Integral der 
betrachtete Ausdruck z ist, ergiebt sich, dass der Ausdruck 
y=- u+32 
ein Integral der Gleichung (27.) ist. Dieses ist, wie jetzt gezeigt werden 
soll, von » nur scheinbar abhängig; man erhält, sobald die Grössen «, 
und 5, willkürlich fixirt worden sind, stets dieselbe Function y, wenn man 
für a» beliebige ganze Zahlen setzt. In der That kann man das Integral 
y mit Rücksicht auf die Form des Ausdrucks «, und die Gleichung (54.) 
in der Form 
(31.) y= WEOST+P,SIncH nr 
schreiben, wobei 
(58.) liimn = limn =. 
Wäre nun ein anderes Integral der Gleichung (27.) dureh die Gleichung 
(29.) Y= 0,6082+/P,sine+n, 
gegeben, wobei 
(60.) lim, = limn,, = 0 
wäre, so hätte man 
yY-—-yY = (o,c0os2+ sine), —n)tnm—n ns; 
die rechte Seite, welche constant sein muss, würde sich also nach (58.) 
und (60.) für grosse Werthe von x beliebig wenig von Null unterscheiden, 
und müsste verschwinden. Das Verhältniss y: Y ist also constant, und 
da nach (57.) und (59.) offenbar 
imy—Y) = 0, 
so ergiebt sich 
Ar (R 
Bildet man daher die Grösse 3 und die entsprechende Grösse y für zwei 
verschiedene Werthe von » mit denselben Constanten «, und /,, so erhält 
man beide Mal dieselbe Funetion y; für dieses bestimmte Integral der Glei- 
chung (27.) besteht nach (56.) die Gleichung 
(61.) lim(2’(y—u,)) = 0, 


wenn man z eine beliebige ganze Zahl bedeuten lässt. Damit ist aber 
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genau dasjenige abgeleitet, was nach Poincare unter asymptotischer Dar- 
stellung des Integrals y durch die Reihe 


R = eose(a,+ 4 + )+sinz(Bu+ Br + £ ++) 
zu verstehen ist; diese braucht nicht im gewöhnlichen Sinne des Wortes 
convergent zu sein. 

Es liegt nun die Frage nahe, ob durch die Reihe AR jedes Integral 
der Gleichung (27.) in dem angegebenen Sinne dargestellt werden kann. 
Um diese Frage zu beantworten, gehen wir davon aus, dass durch die 
Gleichungen (31.) die Grössen «, und /?, als lineare homogene Functionen 


von «, und A, definirt werden, sodass man setzen kann 
(62.) o,= 0! u te? dr, A, = PP +BP PB; 
wobei die mit oberem Index versehenen Grössen von «, und /, unabhängig 
sind. Macht man dann eine der beiden Annahmen 
el, A-liia- Rd el 
so geht die Reihe AR in eine der specielleren 


3 1 . 2 2 » 
‚> a‘ I cose+ A Isinz a) cosc+ & Isinz 
ui j b) B u 


5 x’ y T 








über, deren jede nach den erhaltenen Resultaten ein partieuläres Integral, 
etwa die erste y'’, die zweite y‘” asymptotisch darstellt, so dass 





n (1) (!)_: (2) (2) .: 
RUFT R ‚a, cose+ß, "sinz , Ep " a, coSX sinz 
(63.) lim {a*(giD_— zer t ne} _ im lar(yn— gr rt ne g, 
vo! v=1 


Diese beiden Integrale können in keinem constanten Verhältniss stehen, 
da offenbar 
a —=1. BP — (). a”) —=(. BR A 1 
mithin 
lim(y —cose) = lim(y”— sine) =. 
Daher kann jedes beliebige Integral der Gleichung (27.), welches für alle 
oberhalb einer positiven Grenze liegenden Werthe von x definirt und nebst 
seiner ersten Ableitung stetig ist, in der Form 
(64.) Y= ay’+b,y” 
dargestellt werden, wenn durch a, und b Üonstante bezeichnet werden. 
Gehen nun die allgemein definirten Grössen «,, ?, bei der Voraussetzung 
va Am 





ee re 
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in «, und /, über, so hat man nach (62.) 
o,=0 Va, +o®b, B,=PP’am+P%b,, 
endlich nach (64.) und (63.) 


i " a,cose-+P,sinz 
wie ARTEN. 0, 
) 3 
y-] L 


In der That ist also jedes partieuläre Integral Y durch eine specielle 
Reihe $ asymptotisch darstellbar. 

Wie man, wenn Y gegeben ist, die Uonstanten a, und 5, bestimmt, 
ist ebenfalls leicht einzusehen. Nach den Bemerkungen zu Anfang dieses 
Paragraphen oder nach $ 3 kann man setzen 


Y= a,c0osc+b,sine-+h, 
wobei 
limh = limh’ = 0: 
da nun 
Y = —-asine+b,coscr+h', 

so folgt 

a, = Yeose— Ysine+heceose—h'sine, 

b, = Ysine+Y’eose+hsine+h'eose, 


also 

(65.) =lim(Yeose—-Y'sine), b, = lim(Ysine+ Y'cose), 
womit zugleich die Existenz der rechts stehenden Grenzwerthe nach- 
gewiesen ist. 

Um mit den erhaltenen asymptotischen Ausdrücken rechnen zu 
können, ist es besonders wichtig zu entscheiden, ob man dieselben glied- 
weise differentiiren kann, d.h. ob man durch die rein formal und gliedweise 
differentiirte Reihe R die Grösse y’ ebenso asymptotisch darstellen kann, 
wie y durch die Reihe AR selbst. Diese Frage bedarf einer besonderen 
Untersuchung, da die Reihe R im gewöhnlichen Sinne des Wortes diver- 
sent sein kann; wie denn auch Poincare a. a. . bemerkt, dass eine Reihe 
der in Rede stehenden Art zwar im allgemeinen gliedweise integrirt, jedoch 
nicht immer gliedweise differentiirt werden kann. Bei unserer Reihe A 
ist dies aber möglich. Geht man nämlich von der Definition 

y= u+t32 
aus und benutzt die Gleichung (54.), so ergiebt sich 
+1 ı 2 


"+1 ,cosce+d,sinz | M 
ya 2-— 
1! 


Ben x’ get! 
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und hieraus 


(66) ya ja ee Hi EB u ehr Tl +( . f 
dabei bildet die erste Klammer der rechten Seite den Inbegriff der Glieder 
in der einmal differentiirten Reihe AR, bei welchen der Exponent von x im 
Nenner nicht grösser als »n+1 ist. Bringt man daher die differentiirte Reihe 
R in die Gestalt 


we. 
R = cose(y.+ A = 2 + )+sinz(d,+ 17 + . +), 


so ergiebt die Gleichung (66.) 


n+-1 Yr cosc—+ Ö,sin 7 


! 
y—= 3 7 — —4+s 
Y - 2- +8, 





wobei 








_ 4 YlanıcosetAnpsine) ,_w _ (n+Dw 


art? ns art! gt 2 
und nach (59.) 
lim(x"*'s) = 0, 


nithin auch 





2 { j n—+1 > OST “ ), si 
lim \artt(y “1 Yı COS 0: sınz )) E 0. 
B v=() 2 \ 


Da nun » eine beliebige nicht negative ganze Zahl ist, so ist a+1 eine be- 
liebige positive Zahl; aus den Gleichungen (57.) und (58.) folgt noch 
lim(y’— (- @,sine+Pß,cosz)) = 0 
oder, was dasselbe bedeutet 
lim(y'—(y,eosz+d,sinz)) = 0. 
Damit ist gezeigt, dass in der T'hat die Reihe AR zur asymptotischen Dar- 
stellung der Function y' dienen kann, zu dieser also in derselben Beziehung 
steht wie R zu y. 

Auf andere Weise kann man von der Function y" beweisen, dass 
sie dureh diejenige Reihe asymptotisch dargestellt wird, welche durch die 
rein formal ausgeführte zweimalige Differentiation von R entsteht. In der 
Gleichung 


y"=-yf@a)=-y(14+ ++) 


werde für y die Reihe R gesetzt und rein formal die Multiplieation durch- 
geführt; man erhalte etwa, indem man durch 7’, # Constante bezeichnet, 





Er Zu 
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die formale Gleichung 





2 @,c0sr+-/ „sinz x T',cosce+ J,sinx 
(14 ++.) 2 HE = gs = R,. 
y=( x vi) T 
Setzt man nun 
a. a A, 2:5, ‚c0s2+4, sin 
ı, B- + Fer 3 —=fm - en D,, 


so stimmt die Reihe A, mit dem Product «,f, in allen Gliedern überein, 
welche keine höhere als die »te Potenz von x im Nenner enthalten: da- 
her ist 


(67.) lim /(f,u„—-P,)e" = 0. 
Nun kann man nach (61.) und der Definition von f(x) setzen: 
| 6 TEA 
fa) = fa+ - x" Y Pr ur gg" b) 
wobei 


liimö=0, lim#= 0 
hieraus folgt 
ran a 


uf@)=(h+- S)u+- )= fat a 7 
da nun 
limf,=1, lim(a,—0o,c082— ,sine) = 

so ergiebt sich 

lim ((yf(@)—u,f)a”! 
und nach (67.) 

lim (yf(@)- ,)e" = 0. 
Die Funetion yf(z) wird also durch die Reihe R,, welche durch mechanische 
Multiplication der Reihen R und f(x) entstand, asymptotisch dargestellt. 
Der Beweis dieser 'T’hatsache unterscheidet sich nur wenig von einer bei 
Poincare vorkommenden Argumentation *). 

Jetzt ist leicht einzusehen, dass die Reihe —AR, nichts anderes ist 
als das Resultat einer zweimaligen, formal durchgeführten Differentiation 
der Reihe R; denn diese war in $ 4 geradezu dadurch definirt, dass sie der 
Gleichung 

(68.) R"=—-f(a)R=-—R, 


formal genügen sollte. Setzt man die Coefficienten der einzelnen Glieder 


*) Poincare a. a. 0. S. 296 f. 
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z”’cose und x”’sinz auf der rechten Seite gleich den Coefficienten derselben 
Ausdrücke links, so erhält man genau die Recursionsformeln (31.). Damit 
ist gezeigt, dass wirklich y’ durch die mechanisch gebildete Reihe AR" asymp- 
totisch dargestellt wird. Weiter können durch y, y’ und y’ alle höheren 
Ableitungen von y als lineare Ausdrücke dargestellt werden, deren Üoef- 
fieienten die Ableitungen von f(x) sind. Hat man aber eine asymptotische 
Darstellung durch eine Reihe A, von der Form der Reihe R für irgend 
eine Ableitung y'”, so wird das Product y”f®’(z) durch die formal aus- 
gerechnete Reihe AR,f'”’(x), welche wieder die Form AR hat, asymptotisch 
dargestellt aus denselben Gründen, welche oben das analoge Resultat für 
das Product yf(x) abzuleiten erlaubt haben. Man kann demnach jede Ab- 
leitung y“’ durch eine Reihe der Form AR in der angegebenen Weise dar- 
stellen; und dass diese Reihe mit derjenigen identisch ist, welche durch 
v-malige formale Differentiation von AR entsteht, folgt wieder daraus, dass 
letztere der Gleichung (68.), mithin auch den weiteren 


—R" = Rf(@)+Rf'(@), —RY = R’fl@)+2f@)R'+f"(@JR, 
formal genügt. 


Das Wesentlichste der erhaltenen Resultate kann man in folgendem 
Theorem zusammenfassen, indem man in die Gleichung (27.) die unabhängige 


Variable — an Stelle von x einführt. 


Wenn in der Differentialgleichung 
y'+yf(a) = 0 
die Function f(x) eine für hinreichend grosse Werthe von x comvergente 
Potenzreihe von der Form 


a 


fa) = + 


a 
2 3 | 
er y” 3 ..» 


und die Constanten a, q,, A;, ... reell sind, so kann das allgemeine reelle 
Integral der Differentialgleichung für grosse reelle Werthe von z asymptotisch 
dargestellt werden durch eine Reihe von der Form 


R= cosar(e,+ “+ 2 +..)+sinae(A+ + +), 
welche der Differentialgleichung formal genügt und in welcher «, und P, will- 
kürliche Constante sind, d. h. es ist 


lim ar (y- 5 a, c0sac-+ P,sinaz ) u 


» 
z=+X yv=i T 





r. 
VE 
3 
€ 
en 1 
& 
= 
01 
B 
3 
. 


1 
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für jeden ganzzahligen Werth von n. Die Reihe R giebt, n-mal rein formal 


differentürt, eine Reihe, durch welche y'” 


asymptotisch dargestellt wird. 
Bemerken wir noch, dass auf die betrachtete Klasse von Differential- 


sleichungen die etwas allgemeinere 
b b, c, e, 
"+ (bu+ er + )a+(c+ ri + )u =UV, 
T T zT 


in welcher die Coefficienten von « und «' reelle, für grosse Werthe von & 
convergente Potenzreihen bedeuten, durch die Substitution 


1 5 h, \ 
) f( t +...) da 
u * X 


y= ue 


redueirt werden kann, sobald 


ze — » ] are 
C,— 1 b\ Br 0),  Tuusse ) b. b, vv, 
St 
Anwendung der erhaltenen Resultate auf die Theorie der Besselschen Functionen. 


Als Beispiel betrachten wir die Differentialgleichung 


7 b 
(69.) yY'+y(1+—-) u. 
welche durch die Substitution 


y=ulzs, b=1-—m 


in die Besselsche 
(70.) zu +zuU+(e—m)u = 0 
übergeht; die Constanten 5 und m seien reell, die Quadratwurzeln stets 
positiv. Die Gleichung (69.) ist dann ein Specialfall der in den vorigen 
Paragraphen betrachteten Gleichung (27.), der durch die Annahme 
0, = 6, ==... =V) 
charakterisirt wird. Die hecursionsformeln (31.) nehmen daher folgende 
Gestalt an 
(n—1)(n—2)a,,—2(Rn—1)P,_+be,„. = 0, 
(n—1)(n—2)P,.+2(r—-1)e,_+bP,. = 0: 
aus ihnen ergiebt sich 


(d+2.1)ba, _ (b-+3.2)(b+2.1)ba, 


re 2.3! 
ZA (b+2.1)68, (b+3.2)(b+2.1)b, 
ER Ta Rafacı. >. MM ee were 


13” 
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und die der Gleichung (69.) formal genügende Reihe R kann geschrieben 
werden 


R= (@,eosC+ß,sin) 14 & Ser Der Hrn DD) 
v—l 2 Zzv)! 


2 (-1)5(b+2.1)(b+3.2)...(b+ (2 +1)2v 
+(,sımn e—P,C08E) z- ) ( Be )2v) 











u RD +A,RT, 
wodurch die von «, und /, unabhängigen Reihen RU, RC definirt sind; 
drückt man b durch m aus, so erhält man 








2 Bun» 2 
A = (a,c0sc + A,sine) 11— L a 
1 je —4m’)(9— 4m’) (25—4m’)(49— 4m’) MER. 
4!(8x)* Er | 
ee: 1— 4m’ 1—4m?’)(9—Am’)(25— 4m’? 
+(,sine— ,C08r) a ( re ) +} 


Durch diese Reihe kann man nach dem erhaltenen Satze jedes Integral 
der Gleichung (69.), mithin auch, wenn « irgend ein Integral der Besselschen 
Differentialgleichung ist, die Grösse «Y/x asymptotisch darstellen für grosse 
reelle Werthe des Arguments. Einen speciellen Fall dieses Resultats bildet 
die von Jacobi*) gegebene semiconvergente Entwickelung der Besselschen 
Transcendente J,(x) mit ganzzahligem Index. 

Will man ein gegebenes partieuläres Integral der Gleichung (69.) 
durch die Reihe AR darstellen, so sind die Constanten «, und /, durch eine 
besondere Betrachtung zu bestimmen; dazu dienen die Formeln (65.). 
Sucht man z. B. eine Darstellung der Function 


Jul) = — Je cos(zsiny)dy, 


welche der Gleichung (70.) bei der Annahme m = 0 genügt, so ist Yx.J,(«) 
das entsprechende Integral der Gleichung (69.) und man hat in der Reihe 
R nach (65.) zu setzen 


&, — lim Ved(@)eose Vase) sine— Pr J()sinz|, 
c 
Bo, = lim Vadı(e) sine+VaeJı(z)coscH+ Pr J,(@)cosz’, 
oder, da die Grösse YxJ,(x) nach $ 3 bei wachsenden Werthen von x 


*) Jacobi, Werke Bd. VIT 8. 174. 
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zwischen endlichen Grenzen bleibt, 

a, = lim(YeJ,(e)eose—VeJ,(e)sine), 

P, = lim(YaJ,(®) sine—VxJ(e)ecose). 
Die Bestimmung dieser Grenzwerthe leistet eine einfache Rechnung von 
Poisson*), welche auf Grund der uns zur Verfügung stehenden Resultate 
leicht völlig streng formulirt werden kann. 

Die Grössen «, und /, sind unmittelbar gegeben, wenn man für das 
darzustellende Integral der Gleichung (69.) schon einen asymptotischen 
Ausdruck von der Form «,cosr+P,sinz kennt; die Ableitung eines solchen 
ist analytisch nahezu identisch mit der Berechnung der in den Gleichun- 
sen (65.) auftretenden Grenzwerthe. Aus der Theorie der Besselschen Fune- 
tionen ist z. B. bekannt, dass 


Yan J,() — 6082 +sinr+e, lime = (0): 
also folgt für das links stehende Integral der Gleichung (69.) 
ehe, 
und im Sinne der asymptotischen Darstellung 
(71.) YnzJ,(2) = RD+R®, 
was die bekannte Entwickelung von Poisson ist. Unsere Theorie erlaubt 


nun aber eine ähnliche für jedes Integral der Besselschen Gleichung ab- 
zuleiten; z. B. wenn immer noch m = 0 ist, für das Integral 


K,(z) = [ eos(zeosiy)dy, 


) 


welches**) bei grossen Werthen von z die annähernde Darstellung 


1 ı/r 
K,(e) = >| = (COST— SINE) 


ART nd . L) .. 4 . in > . 
gestattet. Für die der Gleichung (68.) genügende Funetion 2] — K,(« 
Bol 


‘ 


hat man also 
0, = 1, Po =—l| 


zu setzen, und es ergiebt sich die neue semiconvergente Entwickelung 


(12.) K, 


O\ 


1 _» an 
(&) = —-| —(RP—R®?). 


- 





*) Poisson, a. a. 0. S. 35lf. 
**) Heine, Handbuch der Kugelfunctionen Bd. I (1878) S. 247. 
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Aus dieser Reihe und der für J,(z) gefundenen kann man ähnliche 
für die Grössen J,(x) und K,(x) mit ganzzahligem Index ableiten, wenn 
man bedenkt, dass die Reihe R nach $ 6 wie eine endliche Summe glied- 
weise differentiirt werden kann. Es gelten nämlich allgemein die Formeln *) 


(73.) J,(&) = — Jh, Jr), Kl) = — — K,(@)—- K,+(&), 


wenn man Ban Integrale der Besselschen Differentialgleichung in 
folgender Weise definirt: 


1.) = ZU" f” e0s(esing)eosngdg, 


Jar (2) = rn al sin (zsinp)sin2r+1l)ypdy, 





en ad») 
En T = e'x°08i9 sin?” 
.(@) 1.2.3... @n—1). nn 


Aus den Gleichungen (73.) folgt sofort 
d „eye) _ Isıle)Vx En K.+(2)Vx 
— u — 


dx n+3 "+3 ar za 
hat man daher die Functionen YzJ,(z) und YzK,(x) durch Reihen von der 
Form R asymptotisch dargestellt, so ergeben sich, da diese gliedweise 
differentiirt werden können, Darstellungen derselben Form für YxJ,..(«) 
und YeK,,.(z). 

Beginnt nun die das Product YxJ,(x) darstellende Reihe R mit den 
Gliedern &,cose+/,sinz, hat man also die Formel 


Vedla) er a,c0s2+P,sinz+e 


art? 1 +3 ’ 





wobei nach $ 6 
lims = lime’ = 0), 
so folgt 








d /VaJ.(z) ) _ B,cose—e,sinzte _ (n+ » 


dx art ct ar+3 (0,C08C+P,8inc-+e); 


man kann daher setzen 





VeJn+ı(2) a —P,c08 cosc+, snc+n 
art gu+l 2 


*) Heine, a. a. 0. S. 243. 
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wobei 
limn = limn' = 0. 


In der Darstellung von VYzeJ,..(z) durch die Reihe R sind demnach die 
Anfangsglieder —P,cose+a,sine, und dieselbe Beziehung findet offenbar 
statt zwischen den Anfangsgliedern der in die Form AR gebrachten Aus- 
drücke VzK,(x) und YxK,,.ı(x). Aus den Formeln (71.) und (72.) ergiebt 
sich speciell 


7 al in | 
VaeI(a)=—RD+RP, 2)--K,(@)= RD+RP; 
hieraus in derselben Weise 


Yaed,(@)=—R®-RP, 2)-”-K,(a) = -RO+R, 


7T 


u. s. f.; allgemein im Sinne der asymptotischen Darstellung: 


VazJ,,(&) = (-D(RD+R2), Vaed,.le) = ("RD +RD,), 


2Y IK.) = (-VRD-RD), 2)--K 


T 
2 2 In 
st 


‚(@) = (RD +RD.). 


Die Ausdrücke für die Functionen J sind die von Jacobi angegebenen, die 
übrigen scheinen neu zu sein. 


Dorpat, November 1895. 




















Ueber die Reihenentwickelung der Integrale 
eines Systems von Differentialgleichungen in der 


Umgebung gewisser singulärer Stellen. 
(Fortsetzung der Arbeit aus Band 116 S. 265 — 306.) 


(Von Herrn J. Horn in Charlottenburg.) 





Im 116. Band dieses Journals, Seite 265—306, habe ich mich mit 
der Reihenentwicklung der für «= 0 verschwindenden Integrale eines 
Systems von Differentialgleichungen 


„ d a 
(E.) 2 en le, Yı + 4 Yu) (a=1,...,n) 


beschäftigt, worin 


n 
r = (a x = 1, ++ — () 
G,(z, Yır +. Y,) == Sa, yr ZA. yet “n % * %, ) 


#t+x2 ++, >] 


eine an der Stelle e=0, yı=(, ..., y„=0 verschwindende, in der Um- 
sebung dieser Stelle reguläre Function von x, Yı, ..., 9, darstellt, unter 
der Voraussetzung, dass die Determinante 


I(s) = |a,;—sd 





(a, B=1, ..,9%) 


aß 


lauter einfache Elementartheiler besitzt. In der vorliegenden Fortsetzung 
werden entsprechende Untersuchungen für den Fall mehrfacher Elementar- 
theiler der Determinante /(s) angestellt. 

Hat die Determinante 4(s) die Elementartheiler (s—a')‘, ..., (s-—a”)" 
und sind a, ..., a” diejenigen unter den Grössen a’, ..., a”, welche 
positive reelle Theile besitzen, so wird dem Differentialgleichungssystem 
(E.) durch ein System von Reihen mit e'+---+e" willkürlichen Constanten 


= r } 
— > («@) [4 Ay Aje’ Ami mem) 
Y ko CH or enter tzelm) T I che MORE Ar De Aue (a l,...n) 


(4 Aut >) 


genügt, welche für hinreichend kleine Werthe von ||, |f,,| ... convergiren; 
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hierin ist 


„di „@ „@ () 
ee, I, =7 "—loge), ..., Io =tT (—loga | 
falls zwischen «', ..., a“ keine Beziehung 
a‘) —— +0 a") - -0 "a IL ... 


mit ganzen positiven Coefficienten o, 0, 0"... besteht; im Falle solcher 
Beziehungen hat man 
AR a” (-loge)””, „= 2 (-loge)t, Br Ar 2" (logge) vr 
((=]1,..., m) 

zu setzen, wo v', ..., v"’ ganze positive Zahlen (einschl. Null) sind, welche 
von den zwischen «, ..., a“ stattfindenden Beziehungen, sowie von den 
Zahlen e', ..., e” abhängen*). 

Diese Sätze werden in $6 und $7 entwickelt; in $8 werden sie 
auf ein System linearer Differentialgleichungen 


dy,. ” $ 
(D.) zT Ya — S(a,;+ta,;c+-)y; PFEBPET EB 
dx a! j R Me 
angewandt; in $9 wird die Differentialgleichung zter Ordnung 
dry dy dry 
C 24 = Glz, y, 25,5, ..., 2" 
( ) da” J; dx da” .): 
worin 


1 
BE 


Ä dy Ä 
G= 6% tete tagt 


der! 
eine in der Umgebung der Nullwerthe der Argumente 


dy n—]1 d”'y 
T, Y, T 2 te T der-ı 


reguläre, für diese Nullwerthe verschwindende Function darstellt. unter der 
Voraussetzung behandelt, dass die Gleichung 
s(s—1)...(s—n+1) = as(s—1)...(s-n+2)+--+c,_,s+c, 


mehrfache Wurzeln besitzt. 


$ 6. 
Wenn die aus dem Differentialgleichungssystem (E.) gebildete Deter- 
minante /(s) die Elementartheiler 
ey, Ba, ...,. a) 


besitzt, so kann das System (E.) durch eine lineare Tranformation der Ver- 


5 Man. sehe den genaueren Ausdruck des Satzes in $ 7. 
Journal für Mathematik Bd. CXVII. Heft 2. 14 
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änderlichen y,, ..., y, auf die folgende Normalform gebracht werden: 








dy.a . (@ 9) i 
he = 4A yorzA,. En eg yı ae 
1 
"Yun Ü) (25?) x .1% %n 
a Te Try tr FA eye, Bu 
Bl 9) 
= ER — -. a’y [ON +Y, ren +zA,“ 2; ı* Ye ya" 





in 

Die reellen Theile von a‘, ..., a seien positiv, diejenigen von 
a”, ..., a’ negativ oder Null. Zwischen den Grössen «a', ..., a”), welche 
wir zunächst als verschieden voraussetzen, soll keine Beziehung von 
der Form 

a” = o+0,a)+o,a)+--- 

bestehen, wo 0, @,, 0, ..., ganze positive Zahlen sind. 

Setzt man 


“ a) 0— Dan]; „so el) 
(2.) ti, = =" (-loge)", Ber ) 
so erhält man mit Rücksicht auf die Differentialgleichung 
di; 


> Zz a .—(e-1)E,,-. 
für die Coeffieienten der Reihe 


c (a) A kn Am 
(3.) y, 2 EC: u za} ja ei le mi Eme(m) 


emeAmiA (m) u 7 u, \ Ge (m) ? 
me me 
welche dem Ditiensuilhinishnanen (1.) genügen soll, die Recur- 
sionsformel 


() 
(4 + (ut +A ua )a® _ ao )ckie. ) 





(4) (M) a 
E& = = (0— 1)(A, 10 „netz , 1-1 nat 1. + Ri e1) ra. ) | Eh ) 
worin 


(a) («) @) ,@) 
Gt = ii <A, „Cr TEE , ER zer 
(«) r- 
Dr Or... .. enthält, deren Indices 


. j («) 
in einem Gliede 2#,-+---+z, Faetoren C; 
die Bedingungen erfüllen: 


A+At+ + = 4%, 
Autdıt 


K 
2 

14 

% 

3 


ee 
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‘) ( 


( a ! i " a) 
so dass ale ) eine ganze rationale Function von Grössen C;;. darstellt. 
für welche 


1 <R 


K, 


P- 


a du — Ay 20 
A-tAut < A+Aut 
@) 
ist. Das Glied ur auf der rechten Seite der Formel (4.) fällt im Falle 
o=1 fort. 
Wir wollen die Zahl 


u 2 /7 7 \al) 
a=Iı+ Z(hut + a 


h=l 
das Gewicht und die Zahl 
m e(h) 
v= z 3 1,(0-1) 
den Rang des Reihengliedes gu 
Ort. = 0.2 (-logr)’ 


oder auch des Coeffiecienten 0% _ oder des Indexsystems (4 ‚A,,,...) nennen. 

Wir sagen weiter, das Gewicht a des Indexsystems (4, 4,,,...) sei kleiner 

als das Gewicht a des Indexsystems (2, A,,,...), wenn a einen kleineren 

reellen und einen nicht grösseren imaginären Teil besitzt als a. Damn 
G)N\ 


i a N (a 
ist auf der rechten Seite der Recursionsformel (4.) C\,® / ‚,. vom Ge- 


An g—ı Ang 
wicht a, aber vom Rang v-+1, während das Gewicht sämmtlicher Grössen 
(a) ’ 
C;;,,.. kleiner als « ist. Wenn das Gewicht des Indexsystems (A, A, ...) 


/ 


nicht gleich a” ist, ist + Z(iut +2, nam —al) von Null verschieden, 

ha (9) „4% . .r . . ar \ rin 
und man erhält C},?./ ausgedrückt durch Grössen von geringerem Gewicht, 
von gleichem Gewicht und höherem Rang, von gleichem Gewicht und Rang, 
aber von kleinerem oberen Index. 


() 
Der Coefficient von cl ) in der Formel (4.) wird nur dann gleich 
Null, wenn 4,=1(r=1,...,e”), die übrigen Indices A, 4,,,... gleich Null 


. . 2 0° alt) Ay . 
sind. Bezeichnet man den Coefficienten von £,,,= x” (—-logze)’ in der 


oO 
e . „9 . » . » 
Reihe für y.(P = 1, ..., e”) mit e\ ? ) so enthält diese Reihe die folgenden 
p 
Glieder vom Gewicht a”: 


@-i (,„® 
(3'.) B3 ce I — loge)’, 
rv—() 
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zu deren Bestimmung die Recursionsformel dient: 


) () M @) 
N Go nn. 0o= 1, ..., @ 
€) = tee, (Bi 
Aus derselben ergiebt sich 
(„) 1 a) „*) 2) —] 0 („® 
ce ? = man Be — _ 1 . A) = ..o. = et ARE ee). 
v v(v—1) \ v(v—1)...w—0+1) 


(„) . . x a‘) r 
hier ist e,_%;° wie in Formel (4‘.) e\ 0-1) durch Null zu ersetzen, wenn 
o—— 0 bezw.o=1 ist. 
Für o=rv hat man 


(i) ER: v (i) 
ci“ = Ken R "0-—-V 


i („OD . .. („9 . 
Im Falle ev ist c,® je 0; die Grössen c, * ) (e>rv) drücken sich aus 
durch die e‘? Grössen 

(a6) 


76,0 @=1,..., 0) 
welche willkürlich angenommen werden können. Vermittelst der Formeln 
(4.) und (4'.) ergeben sich also sämmtliche Coeffieienten C{% _ der Reihe (3.) 
als ganze rationale Funetionen von e’+---+e‘” willkürlichen Constanten 


(a'0)) (21) ") 
. .. “ 


Cı = 6 *. Co =>. G=l.u,M) 


Dass die Reihe (3.) für hinreichend kleine Werthe von |z|, It. --- 
convergirt, wird im nächsten Paragraphen unter allgemeineren Voraus- 
setzungen bewiesen **), 


*) Auf die Art der Abhängigkeit der Reihe von diesen Constanten wird in einem 
dritten Theil der Arbeit eingegangen. 

**) Hier kann um so eher davon abgesehen werden, als $6 ebenso wie $1 im 
ersten Theile hauptsächlich den Zweck hat, den Uebergang zum folgenden Paragraphen 
zu vermitteln, wo zwischen «', ..., «') Relationen bestehen. Ueberdies ist, wie ich 
nach Vollendung der Arbeit aus dem (1896 erschienenen) Jahrbuch der Fortschritte der 
Mathematik für 18594 ersehe, von Herrn Bendixson in den Stockholmer Akademieberichten 
von 1894 das Differentialgleichungssystem 

dx. 


di = P.(z,, on... In a PN PFETr i a. Zei u 
Ri 


unter der Voraussetzung behandelt, dass die Determinante |a,;—sd,;| mehrfache Ele- 
mentartheiler (s—a’)", (s—a"”)”, ... besitzt, während Relationen zwischen «@', a”, .... 
ausgeschlossen sind. Die Beweise sind allerdings von Herrn Bendirson nur für n=2 





oeführt. Seine Darstellungsweise schliesst sich an Poincares Dissertation an, welche mir, 
wie noch bemerkt sein möge, nicht zugänglich war, von deren Inhalt ich vielmehr nur 
aus anderen Arbeiten Poincares, sowie aus Picards Traite d’Analyse Kenntniss habe. 
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Wir nehmen jetzt an, die Determinante /(s) habe die Elementartheiler 


(s-a')", (s—a')", Fe 


a .) 
(s-a)i, (s-a)?, 2... 
Durch eine lineare Transformation sei das Differentialgleichungssystem (E. 
auf die Form gebracht: 





dy (i 
) 
0.9, ; 
2 yore. tt (he 
% 9 Fo,—1 
a dı % 
(1 3 y,@ (i) sh } f ( 
TE — J- Be N) Q i mer. [M re JE 
dx J,@ yo Tr | e- 
ET 


Die reellen Theile von «', ..., « seien positiv, diejenigen von a’, ..., a 


negativ oder Null; zwischen «', ..., a sollen keine Beziehungen bestehen. 


Unter e® die grösste der Zahlen ei”, es”, ... verstehend, setzen wir 


a a(®) \o ) 
@) = 2 logo)"; Fe 
durch Einsetzung der Reihe 
(3°) y.= 209... a=huun) 


in das Differentialgleichungssystem (1'.) ergiebt sich eine Recursionsformel 


) 


von der Form (4.); zur Berechnung der Glieder vom Gewicht a’ in den 


Reihen für y u, Y an ++» 


A)_1 
[a5 . A k®) ] | ı 
8.) 3 (-1oge) ,« 


vı 


dienen die Formeln 





a.) Mm ) ) 
0 = (v+l)e, 4’ +0,97, 
za! („® („*) \ 
(4...) ) = (v-+1)ec, ‚ei ’+c} 0 2 
vu .., ed) 1: i=1,.... m) 
wie oben ergiebt sich daraus 
(„)) E „eo ar 
rd nr, rd er) 
/ ©) f_ (N 


während sich die übrigen Grössen ec) ®/, ey®, ... durch die willkürlichen 
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Uonstanten 


() i 
Ka) ( = 1 el’) (a,,) ( =] () 
W) 0, = yon]! 1 /» C, 0, = Penny ey’), 
ausdrücken. 
Wir haben den Satz: 
Die Determinante 


A (s) — 1a,5— 80,5 (a,3=1,...,n) 
des Differentialgleichungssystems 
2 Wa — B> a y + 234 x’ yr' y, (am |], ‚„..,®) 
dx Fu aßyI 3 Kun 1 +*+In 


(=1l, 0 4+-+%,=0; 4m ++, > 1) 
habe die Elementartheiler 


(s-adyi, (sad, u Gel, ..,r) 


Die grösste der Zahlen e‘”’, e\’, ... sei mit e“” bezeichnet. Die reellen Theile 
von @, ..., a”) seien positiv, diejenigen von a”*), ..., a”) negativ oder 
Null. Zwischen a, ..., a” bestehe keine Beziehung 


a) Bu + 0; a) +o,a +... 


mit ganzen positiven Coefficienten. Dann wird das Differentialgleichungs- 
system, wenn man 
a) a) MO) KOp 
b. em = f i —= 2“ (—logr), sr” Ar =r u (—logx) 1 al ..., m) 
setzt, durch ein System von Reihen 


2. 
_—_ vgl) g Agyııı je Ami me("R) er 
Ya re Eee bi cher sol . m) (a=1,..,%) 


befriedigt, welche 5 (e+ei’+.-.) willkürliche Grössen enthalten und für hin- 
j==1 


reichend kleine Werthe von |x|, it), ... convergiren. 


s 7. 
Es liege wieder das Differentialgleichungssystem vor: 
dy @ 2 („0 z 
A \ . ‘Q 2 i @g # n 
(1.) Ab ur aa da yar RO) r <A. Yyı cf, “ 
(e= 1. PRTP .@); U E FRE n 


Die reellen Theile von a‘, ..., a") seien positiv, diejenigen von a"*",..., a” 
Null oder negativ; zwischen den Grössen @, ..., a”, welche wir zunächst 
als verschieden voraussetzen, mögen beliebige Beziehungen 


a) = o+E,a)+o,a?’+--- 


VRR VERTRITT TE 9 Br Ne 
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bestehen, worin die Coefficienten ganze positive Zahlen sind. Diejenigen unter 
den Grössen a® @=1,..., m), welche nicht in der Form r-+r,a'-+---+T, a” 
(7,=0) dargestellt werden können, wo 7, 7, ..., 7, ganze positive Zahlen 
sind, seien mit @, ..., a’ bezeichnet; die übrigen Grössen a”, ..., a” 
seien so angeordnet, dass die reellen Theile eine nicht abnehmende Reihe 
bilden, so dass nur Beziehungen von der Form 


(e.) a? = ++ +01” 
in Betracht kommen. Jeder der Grössen a” wird eine Zahl »" zugeordnet. 
Wir setzen !’ =(,...,v”=0 und definiren v” (>) auf folgende Weise: 
es seien sämmtliche Beziehungen («.) aufgestellt, auf deren linker Seite a‘ 
steht, und für jede die Zahl 
9, te 1) + +0, )+e)—1) 

gebildet; dann ist v» um 1 grösser als die grösste dieser Zahlen. Die 
Zahlen u, 4,, ..., 4,;_, seien so gewählt, dass 


2.) | ad = wtu.d +. tu, a”, 
\ ® . ' ! \ we ; 
| y\) — 1+u,, (v -e —))+.-+u,,_,(r 1) + e' —1) 


ist. 
Die Funetionen 
al!) a \ ‚(i) 0 ı = 1 0: m \ 
(3.) 7 == © (—logr)’ au 00, & “ ‚)) 


genügen den Differentialgleichungen 


dt; Ä (i 
i RR (i) i) „a7 G)_1 
= = 0 1, va” (-loge) —, 
dt; Ä Ä (i 0. 
u = = a9, —- PP +o—-1)2"(-loge)” tr, =2...,.@) 


welche mit Rücksicht auf (2.) die Form annehmen 





dt;: | rn 
in — (i) Re ‚ Ki Al Hii -1 
‚ F dx a 6 I nn F. ld Gm 
(4,) Be 
2, — at," +oe—NVt,, 1* (0 I... .eld) 


Wir suchen das System (1.) durch ein Reihensystem 


- > \ 

n — (a) i fi 1 A ls Ami "m.lm) 
(3.) Y. ED "25 RER TORE (m)T u! IE N © 1 . ie „.em) 
‘ Ne 


zu befriedigen. Die Zahl 


ar ER ns ( 
as + Zur tk,ay)a 
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nennen wir das Gewicht und die Zahl 


m el!) 
v= 3 341." +0—1) 


k=1 o=1 
den Rang des Reihengliedes 
2 wtir... = 2°(-loge)’ 
oder des Indexsystems (A, 4, ...) oder auch des Coefficienten 
(a a 
2. un Ya). 
Die Grössen 
(Ya)ı,o DE u (Yadız 
sind vom Gewicht a” und bezw. vom Rang v»"+e®—1,...,v"; it AZ1W, 
so sind unter Umständen mehrere Indexsysteme vom Gewicht a“ und vom 
Rang v"—k 
k k k 


rd) „(k) k) 
(€ y Tıı 5) ..» . zw 14 (i— 1) 9 0, .. .. 0). 


vorhanden. Wir setzen voraus, dass in der Reihe für y., (e=1,..., e”) 


e ‚1. . k) „ı() ’ r . -(P z(R) 
ein Glied mit x" ı'... vorkommt, dass aber die Glieder mit age 3 1 A 


fehlen, dass also (y @) ;0:® , ... gleich Null ist; wenn wir 
%.9 x hr ... 


(ee) @ 


(y Ro) IORIU Cd (ee), „u, 9 


e,11. 


(#) 
(y o) io un (=1,...., et) 


setzen, so enthält die Reihe für yo (e=1,..., e”) die folgenden Glieder 
[74 
e 

vom Gewicht a”: 


(8) Rn 


vu 


‚4.0 _ı (i) 
e‘° /2 (-]oge). 


Schreibt man die Differentialgleichung (1.) 
D oCyı; 9) = 0 
e 


und ergiebt sich durch Einsetzen der Reihe (5.) 


() 
D oa, He) 5 re )z "in 
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so hat man zur Berechnung der Coefficienten ©” die Reeursionsforme! 


(„®) 
ra ) = UV 


oder 
m 6) 
y Y 22 , 
h+ = (Aut: +4, „a“ I—a" )C} 
h 7 
= v0, ee U 
> [2 hit les Alpr Mei. ein. 2, 1.A, +1 
(6.) 
h m eh) h (a 
+3 2" +0—-1)A,+ 05.5, 
h=1 02 1.0 — Ar, .. 
an di) 
| /ı1G (( ) | 





(i) 
wo al) ebenso gebildet ist, wie der in gleicher Weise bezeichnete Aus- 


| („@ 

druck in der Recursionsformel (4.), $6. Die Grössen 0%, 7,,..,.—.,,... und 
(, 9) er Br \ s 

+50 AL auf der rechten Seite von (6.) sind von demselben Gewicht 
Ah), [#7 1 LA,ot\- \ / 


ER IR... h - 
wie 058. ) aber von einem um 1 höheren Rang, während €) geringeres 


Gewicht hat. Vermittelst der Formel (6.) drückt sich also die Grösse 


(„@ h | 
n\se ) vom Gewicht « und vom Rang v, falls a von a“ verschieden ist, 


aus 1) durch Grössen von geringerem (Gewicht, 2) durch Grössen vom 
(G)\ 
Gewicht « und vom Rang »-+1, 3) durch die Grösse 0,7’ vom Gewicht a 


und vom Rang v, aber mit dem kleineren Index e/’,, welche im Fall o=1 
fortfällt. 

Falls das Indexsystem (2, A, ...) das Gewicht a“ hat, ist die 
Formel (5.) durch eine andere zu ersetzen. Durch Differentiation der Glieder 
vom Gewicht a“ in der Reihe y ., (5.) findet man, dass die Reihe für 

€ 


dy u 
2 —.— die folgenden Glieder vom Gewicht a“ enthält: 
er) —ı („9 („N i) \ 
»3 (a' c, 0 I_@+1)cl \‘ N“ (-logr)’: 
v=ı 


die rechte Seite der Differentialgleichung (1.) hat nach Einsetzung der 


Reihen (5.) als Coeffieienten von «’#r...: 


u 
anche ke). 


ale. ) ist Null, wenn A,=1(0=1,..., e®) ist, während die übrigen Indices 
Journal für Mathematik Bd. CXVII. Heft 2. 15 
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verschwinden, so dass der Coeffieient von Z,, lautet: 


() („O) (a Na 
q N vo 0— 
u un BER + Yo 1? 
setzt man 
ı(%) ‚z(%) ı(k) z(%) ‚(Ü) vd)—x 
T RR =T 76 RE ET ._-r — log r) 


so erscheint diese Grösse, wenn man beachtet, dass 
(,@ („@ 5 
B% 0 ) k "0 ce 0 er = 0, 


‚(k), 2). un A k? -()- x) 


ist. und 


9) (i) 
G\ 0), @. +6% ) ) hu Pie ER 


BR), vÜ) 
setzt, multiplieirt mit 


HOT Ey ACH FC ) 


„Üü)- Er ee) k 


Schreibt man die Glieder vom Gewicht a” in der Reihe ze )2 pn... in 
der Form 


‚O4d-ı (0 
y' s 
[—— 
v—ı) 


2” (-]oge)”, 


,@ 
so haben wir zur Bestimmung der Grössen o\e ® ) vom Gewicht a“ die Glei- 


(„@ | 
ehung f}® br 0 oder 
f au) (a1) ’ j 
’6' ) | \ v+ 1)el C,H +C, = 0, (v = O), ..., „(i) Heli) _ı) 
(6. 
: Gi) 
| (v+ 1)eCe DERAOS +06 ) =, V=0,1,.., 0-1) 


Rp, r : 
wo G,° ’ eine ganze Function solcher Grössen ca ist, deren Gewicht 


kleiner ist als a”. Aus den Gleichungen (6'.) für v _v® ergiebt sich 








u 3 
re v(v—1)...(w—o+1) 
oder für v—o=rv") 
(a, (—1}F „(ars 
"Felle VÖLHT)AÖ+E-—1)... FO +1) BR 3 
z ‚@\ 
e,5,,(0 3 0) verschwindet, während sich die Grössen et) „@> 9) durch 


/ (il) 


die ea) ausdrücken. Aus den Gleichungen (6'.) für v=0, 1, ..., v"!—1 








. 
( 


© 

13 
a 
3 
YX 
x 
3 
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(i) (i) aan 2 bs 
berechnet man As e ) ee e Ka eis ‚ während die Grössen 
(i) 
(a1? I 9) 


C; “ . . .. 


unbestimmt bleiben. Sämmtliche en C/%) ,.. erscheinen demnach als 


ganze rationale Functionen der e+--- +.) willkürlichen Constanten 
(„N r - 
C, 5 / \t 000, 05 Q = 3 e\ 


Um die Convergenz der Reihe (5.) nachzuweisen, nehmen wir das Ditffe- 
rentialgleichungssystem 








day „@ 
— (a® -®+0—-1) ), G o+ ), @ 
— = —] (1) 
(7.) (1 Bas et 0 aaa d ) 
(„ON M 
+2A,! Ey, 
wofür wir kurz 
ON une 
R> od; y ’ Aa V 
schreiben; hierin ist 
sl # ei |A% 4 


G@G=1,...,m) ist eine positive Zahl, welche nicht grösser sein darf als 
der reelle Theil von «a, ferner ist 
a = u tu + +," 
und a” @=m+HJl,...,r) gleich dem negativen oder verschwindenden reellen 
Theil von a”; v" (=m-+l,...,r) werde gleich Null angenommen; & ist 
eine positive Zahl, welche jedenfalls so klein anzunehmen ist, dass auch 
a” —(v”+9—1)e (Gl, .. owml, .., 9) 


positiv ist. Wenn zwischen a’, ..., a” dıe Relation 


a? = tat tea” 
besteht, kann eine Relation 
i—1 = 
ad (v®+o—1)e = +8 3 o,,(a" —-(v"+o—1N)e). 
„(a h=1 0=]1 
worin N 0,,=0;, 1St, nicht stattfinden, denn es müsste dann 
o=1 
i—1 e(k) 
i = \ 
v"+e-1= 2 30." +0—1) 
—=10=1 


sein; die rechte Seite dieser Gleichung ist aber höchstens gleich 


i—1 


h i N 
E00," -+e”"—1) 


h=1l 


15* 
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und dieser Ausdruck höchstens gleich »”—1. Dem Bestehen einer Relation 
= i—1 el) 
am —(r) +9— l)e u g+2 . << Ola — (v9 +0o— l)& E), 


Rn u , a 
ohne dass, wenn man F 0,,= 0, Setzt, a9 = 9,+ F 0,0” ist, kann durch 
h=1l 


h= 


die Wahl der innerhalb gewisser Grenzen beliebig anzunehmenden Grössen 
a, ..., a und e vorgebeugt werden. 
Setzt man 


/Q n wi ad) _ HM) Ho—1 Em 
(8.) . Als x " i e Ü; =], .@) 
so wird das System (7.) nach $ 1 durch ein System von Reihen 
ON nn ia) Aykı 4 me(m) Po 
(9.) U), ae R: I ud hmelm)* I: Al + Ömerm) ( . in 


befriedigt, welche für hinreichend kleine Werthe von |z|, |3..|, ... convergiren. 
Durch Einsetzen der Reihen (9.) wird 
in. AITHERER 


D od, . y,) = 36 ‚s ) act ztı 


zur Berechnung der Coefficienten B|) . dient die Recursionsformel se ) = () 
oder 


BR (A+ 3 u 3.4 ‚(ar (v9 +5— 1)E)- (a? v9 +o9— 1ER? 
( Ö.) .. 
= 94289), 
„@ 


(i) 
wo ©, analog ale } in Formel (6.) gebildet ist. Die Grössen 3, er- 
setzen wir nun durch die Funetionen 


()ı,— 

.. — me V ro—1 FE 

(11 \ t — 2 -@'+o-1)e & T ) > (; FE Ed 0 1... e(i)) 
"3 10 ° 

% » € 





welche den Differentialgleichungen 


dt; u; ; 

i Al) __,U Be Op ii 1 

hi dx (a 4 et, V ur a R —1.e(i—-1)) 

(12.) 

1 ; di;, v ) i 
2. >= (a -P®+e-He)t,-@®+oe-Di,n  @=3.. 





genügen. Zwischen den 5, und t,, bestehen die Beziehungen 





i 0 (G)Lo—k 
WERES IC LE TE VRR nn. VER 
(13, s 
. Aa (yo) 1) ‚Mr rd er ‚d—1) 
+3 (v"+e—-1)-ı T 3 .b 1,elt=1) 9 


=] 
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ge )+e- ti, . > (— Ir + 0— 1): -1di,0 +1 
k=1 
(14.) „ü) ar en 


T 


or (X), U ER} 
+ = (— 1) et (v"- +0— l),+r—ı © x" Jıı +3, 1,603 





die rechte Seite von (13.) ist nämlich nach Einsetzung der Ausdrücke (11.) 


0 m. 20. \wÜ)rLo—x 
Er 
„ 


+ E@O+E 1), 12-01) - 
k=1 z 


u; IH) Fo—1)e 4 (i) 1) 2 —1): (1— ey (\ ) Lo—k 
=T ' - (v +oe—1)-ı€ 
t=1 


y(i) ü 
’ i ‚ tie eve) _} 
+ 20 te-l),ne” "(d1-2‘) | 


G)_HG)4.— ( ei Ü)_-HW)4Lo—_n: 
= a rn rn nz, 


und die rechte Seite von (14.) ist nach Einsetzung der Ausdrücke (8.) 


ad) (i) 0 & S _ N ı BE? 
O-09 +0-1) [&(- 1)} (YO L9—1),_,2° 1) 


y(i) 


a) k— l ) \ Oo-rK . 
+ < ie Be H Be l), WERL. latake, 
I 


()_ ’— Pan U) FW ()4o— 
= APRIL pre Pre 


Zufolge der Substitution (13.) geht die Reihe (9.) über in die Reihe 
1 9. = ZEN, mt 


welche für hinreichend kleine Werthe von |x|, |t,|... eonvergent ist; durch 
die Substitution (13.) oder durch Einsetzung der Reihen (15.) erhält man 


D Zn > (a) a’ un SR erde); t4 
‚oO Eu y,) Da Ex: er Wo A =... x 


und hat zur Berechnung der 6% _ die Recursionsformel 


( ie‘. A 
(+ 33 1,090” +0-Ye)-(a 9-0 +9-1e))E) 
k=1 01 
SEE („@) 
. = v (Aut 1)6, bs erleett 
(16.) ar u) 
; +2 z °3 (v9 +o— 1)@A,+1)6.8 1 A SER 
« (a) 
HEREIN IE). 














118 Horn, über die Reihenentwichelung der Integrale von Differentialgleichungen. 


Wir führen jetzt die Zahlen 





„- 22 ku +0—1) 


h=1 0o=l 
als Gewicht und Rang des Ausdrucks «3/11... oder das Ausdrucks «’t/ı:... 
oder auch des Indexsystems (4, 4,,, ...) ein. In Formel (13.) wie in Formel (14.) 
sind alle Glieder von gleichem Gewicht, so dass aus den Gliedern der 
Reihe (9.) vom Gewicht a auch nur Glieder vom Gewicht a der Reihe (15.) 
hervorgehen; es ist daher 


17 hy Ya ph y/ En y (a) 44 

\ () (a en t) SD 1 a du N (a per A ih, ul t. ron 
ISSN Je (5\) a. En > (a) „Ark 

1: oe GZ N, CH ..t 2! A ı) Or, i: en Enı.. 4 


wenn man, unter r eine beliebige positive Zahl verstehend, sämmtliche 
Summen nur über diejenigen Indexsysteme (4, A,,,...) erstreckt, deren Ge- 
wieht az. r ist. 

Aus der Gleichung (17.) erhält man durch Einsetzung der Aus- 
drücke (14.) für die t, und Vergleichung der Coeffieienten von «3,11... 


eine Gleiehung von der Form 


f (a)  . . . a. (a 
(19.) Bu. = N (5 id 
ıı 3? 11 
wo Sa „. eine lineare homogene Function solcher Grössen 6” . be- 


En: 
deutet, deren Gewicht gleich a, deren Rang grösser als v ist. Wir setzen 
für &% . (ar) beliebige positive Werthe und verstehen unter 3 In, 
(ar) die Zahlen, welche sich aus den Gleichungen (19.) berechnen; 
unter Zugrundelegung dieser Werthe berechnen wir die übrigen Grössen 
3%. (a>r) vermittelst der Recursionsformel (10.); die so berechnete 
Reihe (9.), welche nach einem am Schluss von $ 1 bewiesenen Satze für 
hinreichend kleine absolute Beträge von z, 3.1, ... convergent ist, genügt 
der Differentialgleichung 


2 = (a +e-he)y ot»,o tz BE ER % 





(t) 
+2 Ei. 
(a t) a .. 
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oder wegen (18.) 


dy @ ü (u?) 
"0 i) Gy \ ' ' = 40. ) y 
—- = (M-(M+Ee-YDe)ya+tYyo +34, 2...) 
) " = en 
\ ® 
y 
Hz Br) at, 
11 
(Gt) 





Die auf die soeben beschriebene Weise gebildete Reihe (9.), welche dem 
System (7.) genügt, geht durch die Substitution (13.) über in eine Reihe 


von der Form (15.), für welche sich aus der Differentialgleiehung (7”. 
(ü)\ 

die Reeursionsformel für see R: (a>r) ergiebt, während die 6‘, 
11 x 1 1 


f 


ar) die willkürlich vorgeschriebenen Werthe haben. Wir können 
also sagen: 
Die Reihe (15.) ist auch dann für hinreichend kleine Werthe von 


|, |t1l, -.. eonvergent, wenn man CH . a=r) beliebig annimmt und 


/ 
1 
die Reeursionsformel (16.) nur zur Berechnung der Coeffieienten 6; 


(a>r) benutzt. 


Nimmt man r so gross, dass für a>r der Coefficient von 63, 
auf der linken Seite der Reeursionsformel (16.) positiv ist und nimmt man die 
willkürlich zu wählenden Grössen SG. (ar) positiv an, so ergeben 
sich für sämmtliche Grössen CH. positive Werthe. 

Wir beweisen zwei weitere Hülfssätze: 

a) Es sind zwei positive Zahlen r und g so vorhanden, dass für a > ı 


Tai Eee 
ist, wenn man setzt: 








(h) 
m e\N 7 
Pr +3 3 I,,(a® (N +9 —1)e)—a® +" +0—1)e 
(a) = al gel 
"= ii Ze Ei 3 SE ASASSS GER 
ı1 m ‘ / 
+53 5 ).a” —a“ 
h- =] o=1 


Wir nehmen rt so gross an, dass für a >r 
a 4A) 


+2 ZI," -(MLFo—N)e)-p" >F, 


k=1 o=1 
wo f irgend eine positive Zahl bedeutet und p” der reelle Theil von «' 
ist; dann ist wegen a" <p” (h=1,..., m): 


(h 


m e 


) 
ut 5 1a" —(v" +0—1)e)—a“ +" +0—1)e > f 
} 


el gi 
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und 


m e(h) 


J-+ & u pP" —p m >fi 


h=1l o= 


letzterer Ausdruck ist aber der reelle Theil des Nenners von 0% 2 und 


da der absolute he nicht kleiner ist als der reelle Theil, so ist für a>tr 


m eh) 
4 +". 1,0" — a0 I 3 
Ve 21 01 
Wir schreiben 
m ek) 
A = „4 am--(v% ei sul 
0“ D re r2 . a An ( Bas ERERTENR er p KR p® ad +9 +0 — -De | 


m e(h) m e (h) ) 


L+ 5 B> 2,00 m — a) + ze ze An. a") — a) 
k=1 0= h=10=1 
der absolute Betrag des ersten Bruches kann den Werth 1 nicht übersteigen, 


m e(k) 
da sein Zähler nicht grösser sein kann als + 5 z hp” —p®, der reelle 


Pa! o—1 





Theil des Nenners; der absolute Betrag des zweiten Bruches ist kleiner als 


PP—-a9 + +E—1)e 
f 


Wenn man 
a9 + +E—1)E 
a PTR. 
ie. f 


D> 
V | 


annimmt, ist 


a eo 
0%) u me. > EL 
w. zb w 
b) Ita>r und 


Ü Y ° 
e ) et “ e BE ac, —2e+o 


kur“ 4 
für a <a, sowie fürra=a, v>r ai schliesslich fira=sa,v=v, 0>o, 
so ist auch 

MN | (Ü) 
ce ) | < 6“ ) RT, 
La | 7 zupek 
Hierbei ist e die grösste der Zahlen e', ..., e”. 


Der Voraussetzung nach ist (vgl. Formel (6.) und (16.)) 


(a F | (a x 2ea 2e+p—1 

J Fo ) ei—y—2et+e— 

| = 1 hinatim | C. ed rat ’ 
c a) IB sch ser ) g“ n—r—2e+o—1 


Tee yon 
11” 11 
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ferner ist 


ca ca .„|< ca 6% 
| 


u - u r x = ... 
A,Ay 1“ AA] 1 A, A111 sh] 1 
z Ban f RR n 
ed EEE Mt 2er Het) Har teten 
ho ho x 
5“ . 
x I J ’ 


der Exponent von g, 
Zea—rv—e(22+2,+:-"+%,), 
ist wegen 22+2,+--+2, — 2 höchstens gleich 


Zea—rv—2e — 2ea—v—2e-+o—1. 


Mithin ist die rechte Seite der Recursionsformel (6.) dem absoluten Betrage 
nach kleiner als die rechte Seite der Recursionsformel (16.) multiplieirt mit 


2ea—v—2e+o—1 


I ‚ woraus unter Berücksichtigung des Hülfssatzes a) folgt: 
fR | („9 > ) 
|<) gerere, 


Ei Ei 
w. z. b. w. 


;)N 


f. . 
Wenn man, nachdem die Werthe der Constanten ce)’ festgesetzt 
sind, die willkürlich anzunehmenden positiven Grössen 6% (ar) so 
11 Ey 2a 


wählt, dass 


(a3) (ar) > 2 
\o or 0 se vv —s 0 - Y 
Ce, I 9 f; (at) 


nel 
ist, so ist nach Hülfssatz b) allgemein für alle Werthe A, A... 


/ 


‚@) 2efi+224, ,a\ ) 
\*o | e \ ho 
or; | = 6 


1. „+g 


(a, ) (a,) (ag. 
lea—v—l [a 2ea -\« 
ee rn 


We 
Wenn die positiven Zahlen r, r,., ... so gewählt sind, dass die Reihe (15.) 
für |e|=r, |t,|=r,, ... eonvergirt, so ist, wenn man 


21 S —,' als 


Tr, 
A 2ea’ I 
Y] 9 


annimmt, 
2efi+ 83,0" 7 . l 
je a. |< ge (E)a" =  nn. 
Demnach ist die Reihe (5.) convergent, wenn die absoluten Beträge von 
z, bi, ... die angegebenen Bedingungen erfüllen. 

Wir lassen jetzt die Voraussetzung, dass in dem Differential- 
gleichungssystem (1.) a’, ..., a” verschieden seien, fallen, indem wir 





*) Das letzte Glied des Exponenten ist vergrössert, indem o für jeden Factor durch 
e ersetzt wurde. 
Journal für Mathematik Bd. CXVII. Heft 2. 16 





122 Horn, über die Reiheneniwickelung der Integrale von Differentialgleichungen. 


unter Abänderung der Bezeichnung ein System von folgender Form zu 
Grunde legen: 





dy 0 
a 2 ; 
u dx ro yoryo + D (vl... ei) 
0, 0, — 
[4% PER 
we a.) a; , 02 = 1, 2... 6, 
Gel, ...f) 


Die grösste der Zahlen ef”, e®, ... bezeichnen wir mit e®. Zwischen den 


Grössen a’, ..., a” mit positiven reellen T'heilen bestehen irgend welche 
Beziehungen 


a? = 9+E10+-- +0, 1a; 

die Zahl v wird um 1 grösser angenommen als die grösste der Zahlen 
tar te Hr + te -1). 

Das System (1°.) wird durch ein System von Reihen von der Form (5.) 

befriedigt, worin nur e” i=1,...,m) die soeben angegebene Bedeutung hat. 


(o 
An die Stelle der Recursionsformel (6.) für ci ) treten ebenso gebildete 


(i) (@ Br 
Formeln für X; ” ‚0,8% 2 ...„. Für die Glieder vom Gewicht a” in den 


Reihen für y 10% y IDDEEE 


77 
P, 2 


KOPRONR 4 oe 
za ec? 2° (—logxr)’ (« = ad, a.) ) 


M) 2. 
vi) 1 2 


gelten die Formeln 





(#) () 
+ = 0, 
(y == ve), ML vi) He) -ı) 
(i) (i) 
De 4 en =(, 
(61) (i) 
(v-+ CHR “e, 0.) oe = 0, 
Wen... v1) 
re De e + ) anna 0, 


(i) 
Die Grössen c'° 1.) (0, = 1,...,e®), ee) (,=1,...,e®),.... sind willkürlich 


anzunehmen, so dass die Zahl der unbestimmten Constanten (et +e® ++.) 


(==} 








u 


1 











-- 
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beträgt. Der oben gegebene Convergenzbeweis erfährt keine wesentliche 
Aenderung. 
Die Determinante 


AI (s) = la,;,— s0,;| (a,D8 =] a n ) 
des Differentialgleichungssystems 
dy. - a Ä | 
ir .. = ar ZAd ...® Yılıla" 2 lyur., ") 
habe die Elementartheiler 
(x) (t) 
(s-a")ı, (s-a®)r, .... i=1, 


Die grösste der Zahlen ei’, eü, ... werde mit e” bezeichnet. Die reellen 


Theile von a‘, ..., a” seien positiv, diejenigen von a”*”, ..., a” negativ 
oder Null. Zwischen den Grössen a‘, ..., a” dürfen beliebige Beziehungen 


(0.) a" = 0,4 0,0 + Fe, 

mil ganzen positiven Coefficienten bestehen. Den Grössen «a, ..., a” werden 
ganze positive Zahlen (einschl. Null) v, ..., v” zugeordnet. Wenn a nicht 
auf der linken Seite einer der Gleichungen (o.) auftritt, ist v’ = ( zu setzen; 
andernfalls wird aus jeder Gleichung, auf deren linker Seite a” steht, die Zahl 
9 +e—l)+ +0," ”+e”’—1) gebildet und v um 1 grösser an- 
genommen als die grösste dieser Zahlen. Dann wird das Differentialgleichungs- 


system, wenn man 


==" (-loge)”", = at (-loge)’”t, 


I< 


1 


1e 


a) GÜ),() 
{ =" —logr)’ m 
selzt, durch ein System von Reihen 
Rn < va) d ) I Aje Ani A m) 
Y. m =0? } / { x’ Yu Fi Re Br .. { \ Be 


* 
FE Kaas Ayorsem handen mel) me\) 


befriedigt, welche 3 (e’ te +) willkürliche Grössen enthalten und für hin- 


de] 


reichend kleine Werthe von |«|, 


Ituıls ».. comvergiren. 


$ 8. 

Die im $ 4 angestellten Betrachtungen über Systeme linearer Diffe- 
rentialgleichungen sollen jetzt auf den Fall ausgedehnt werden, dass die 
Determinante 4/(s) = la,;—sd,;| mehrfache Elementartheiler besitzt. Das 
System sei auf die Form gebracht: 


n 


dy (t 


irn 
[es 
N 


% 

. ) } . . 2) . \ 

ee a"yatyo tx za 2’Y; Geha mgml.. ed) 
a, a 


0o—1 B=lami % 
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zwischen den zunächst als verschieden vorausgesetzten Grössen @, ..., a” 
mit positiven reellen Theilen dürfen beliebige Beziehungen bestehen. Zur 
Bestimmung der Coefficienten des dem System (1.) nach $ 7 genügenden 
Reihensystems 


(2.) Ya = 202 — logx)’ (ae 1, ... ®) 
dient die Reeursionsformel 


3) a = ereerzar0, 


bezw. 


(i) 
tr, EA 


Wir beweisen den Satz: 


„cle? ist gleich Null, wenn v > e‘ LEW L.. Led) ist, vorausgesetzt, 


dass a®, a®, ..., a” diejenigen unter den Grössen a, ..., a” 


welche in der Reihe a, a—1, a—2, ... enthalten sind.“ 


sind, 


Dabei denken wir uns a®, a®, ..., a” so geordnet, dass die reellen 
Theile zunehmen. Es sei zunächst « von a“ verschieden, und der Satz sei 
für die Gewichte a—1, a—2, ‚ für das Gewicht « und den Rang v+1, 


ferner für die Grössen e\ CRyR bewiesen. Dann gilt er auch für ct ) ci 0); ist 


Os yv * AV 


(i) 
nämlich nach (3.) eine lineare homogene Function von ce), ce ” und ver- 


schiedenen Grössen C®,,. Wenn v > e®+...Le ist, so gilt dasselbe 


a,V 


der Reihe a—z, a-z-—1 . (21) enthaltenen Grössen a”, so ist 
y=— 6, also jedenfalls ei a" und demnach auf Grund der Vor- 


(i) 
für v++1, und es ist Eh und Cl) 0, Sind a®, ..., ar) die in 


aussetzung C/?,,=0. Nach (3.) ist ce) =(. Durch wiederholte Anwen- 
dung dieser Schlussweise ergiebt sich aus der Gültigkeit des Satzes für 
die Gewichte a—1, a—2, ... seine Gültigkeit für das Gewicht a. Es sei 
jetzt a=a”, und wir zeigen, dass der Satz für das Gewicht a” gilt, wenn 
er für die Gewichte a” —1, a” —2, ... bewiesen ist. Aus (3'.) 

c“ e) . aan x -Z 2a (x) „Co 


( 
!) (tl) ı) 2. v—1 
> 


| 


in Verbindung mit den entsprechenden Ausdrücken für X“ Kl % ce) 
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(@ 
ergiebt sich ur) als lineare homogene Function von 


(#) (5) v(#) 
C, ad) —.,y—ı? 0 RR ed Ci 0 
., i, . 7 5_ (i5 } 
Wenn ee » ist, wo a®, ..., a”, a” = a" die in der Reihe 


(m) 


a”, a” —1, a” —2, ... vorkommenden Grössen a, ..., a” sind, so enthält 


die Reihe a” —x, a’ —z—1, ... (2>0) die Grössen a”, ..., a”, wo 
y<J ist, weil a” = a” fehlt; die Zahlen v—1, ..., v—o sind wegen 


o<e® nicht kleiner e®”-+---+e"”, und es ist der Voraussetzung nach 


a .,=9..., 0% ,,_,=0. Folglich ist 0%) = 0, 
x, v—1 ’ aM) —2,v—o a\) v 
Wenn noch gezeigt wird, dass der Satz für das Gewicht «a auch 
dann gilt, wenn die Zahlen «—1, a—2, ... nicht in der Form 


m 


+5 (Aut +2, m)" 
h=1 v 


darstellbar sind, also nicht als Gewichte auftreten können, so folgt aus dem 
Vorangehenden seine allgemeine Gültigkeit. Für Grössen a von dieser Be- 
schaffenheit wird die Formel (3.) 


(„ (20) 
(any) = rel H+ee. 


r D u . ” . ® ; 
Wenn « von a” verschieden ist, ergiebt sich hieraus ce ’=0, falls c\ =) 


Say 


wicht a verbundenen Rang bedeutet, schreibt sich die Formel (3.) 


und lee -/ _() ist. Für o=1 und v=r, wo v den erössten mit dem Ge- 
N D 5 


(ar 
(a-a®)C\-’ = 0; 


(i) 
aus c“ I-0 folgt nach dem vorhergehenden ec“ 27: 0. Im Falle a=a' 
lautet die Formel (3'.) 


= +1)? Her, 
Aus derselben — sich 


car) Zu ce 0 A = (- in” ea ) 


= v Co, Yan v(w—1)...(v—0) ad) r—e+1) 


(#) . . 
es ist ec“ ba 0 für v„>e-1, also jedenfalls für v >e"”—1; die Reihe 


av 
a®, a®—1, ... enthält der jetzigen Annahme nach nur die einzige Grösse 
a”, und da C%,, für ve” verschwindet, so ist der Satz für a= a” be- 


wiesen, falls keine der Zahlen a’ —1, a”’—2, ... eine Gewichtszahl ist. 
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Ist 
a? = U, E= a“), 
„a (ds 
a” = w+a”, 
(#5) 51) 
a? = usta”", 
.> (#5) 
a = u+a”, 


WO &,, ..., 4; und « ganze positive Zahlen sind, während die Reihe a, 
a—1, a—2,.... ausser a”, ..., a“” keine weiteren Zahlen a® enthält, so 
kann die Reihe für y, nur die folgenden Glieder vom Gewicht a ent- 
halten: 


( ‚(ü)) (t;) ..h ())_ 
PR ; ” 7 ge ee a\e —+e te te\tc 1, 
x, z’(-loge), . . .,. z°(-loge) - 


dagegen kommen Glieder vom Gewicht a überhaupt nicht vor, wenn «a 
nicht die Form «-+a hat. Bei Systemen linearer Differentialgleichungen 
wird demnach das Auftreten von Logarithmen nur bedingt durch Beziehungen 
von der Form a” =g-+a” (ge ganze positive Zahl). 

Hat das Differentialgleichungssystem die allgemeinste Gestalt 








dy © ’ n 

Er, ie (4) ER . v \) ‘r ‚()\ 
ya + za ey kam) 

x [7 Be 5—1 > “0, 

o o / X 1 0, 
(1°) m 

b "0 at (i) j t . a) (2) z (i)\ 
L- d = mu oTtyYy o r23 2.4 “a, Y:> (8 =l,..ue3:) 

T 9, | Al „1 %9, P 

G=l,..r) 


so erhält man dasselbe lIesultat, wenn man nur unter e” die grösste der 
Zahlen ei, e, ... versteht. 

Auf eine genaue Untersuchung der Reihenentwickelungen für Systeme 
linearer Differentialgleichungen soll hier nicht eingegangen werden (vgl. 
Math. Ann. Bd. 39, 8. 391 ff.). 


89. 
Wir betrachten jetzt die Differentialgleichung »ter Ordnung 
„n d" Y WER „n—1 dr! Y N | dy | 
a 77 Vie A 77 a Kan? Ei 
(1.) (a ya 


I >y PR #| i ART 
+2A,...,2"Y ET an 





(« =|1, 7 ze =,=VU; +++ +2, >) 
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unter der Voraussetzung, dass die Gleiehung 
2.) s(s—lD)..(s—-n+1) = as(s—1)...(s—R +2) + +c,_ıstec, 

mehrfache Wurzeln besitzt, etwa die e'-fache Wurzel «a, ..., die e”-fache 
Wurzel a”. Dann hat die Determinante 4(s) des Systems (3.), $5, durch 
welches die Differentialgleichung (1.) ersetzt werden kann, die Elementar- 
theiler (s—a')”, ..., (s-a”y”, Die reellen Theile von «a, ..., a” seien 
positiv, diejenigen von a'"*", ..., a” negativ oder Null. Zwischen «', ..., a” 
mögen wie in $ 7 beliebige Beziehungen bestehen, und es seien die Zahlen 
.„ v”’ wie dort bestimmt. Dann wird die Differentialgleichung (1.) 
nach $ 7 durch eine Reihe 


„' 
v, 


- 2 A / 
7 a vn Ale’ Ami me\M 
(3.) Y. en C., ee übse / my I} 2 che m 
me 4 
DE 5 a‘t) m \W40—1 tik 2 
., = € (—logr) G=1,...,m; g=1 


befriedigt, welche von e'-+----+e'” willkürlichen Constanten abhängt und für 
hinreichend kleine Werthe von |x 


1 h 


m 


y w EB h 
+ EEI,0 = a, 
kalyi 





‚ |&ıl, ... eonvergirt. Wir setzen 


(4.) 


m 

3 (}, 
PB: Auo(V '+0—1) = v, 
hl 





wir nehmen an, dass sämmtliche Glieder der Reihe (3.) vom Gewicht a 
und vom Rang v in ein einziges C,,x’(—logz)’ zusammengefasst seien, so 
dass wir eine Reihe 

(5.) y = 2C0,,2°(-logz)’ 
haben, deren Coefficienten direct aus der Differentialgleichung (1.) berechnet 


werden sollen. Unter Anwendung derselben Bezeichnung wie in $5 er- 
halten wir die Recursionsformel ((10.), $ 5) 


a,» 


(6.) J(a)C,, = 2 Crnt [B- -...) 
wobei 


... 
AV v a, V 


(r — — Arena, [- (a)f-(a)... C; c 


gesetzt ist. Eine Abänderung der früheren Rechnung tritt nur für «= a” ein. 
Jetzt ist a= a” eine e”-fache Wurzel der Gleichung /(a)=0; man hat also 


4 (a) nid 4' (a) Y\ / PD (g) —(): A m (a‘ ) FU, 
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und die Formel (6.) wird für «= a” 


6)  0= ED IKKDEr+MC 


ke(t) 


Fr G (i) v j 


v+k 


für v —rv" wird @G.,=0 und die Formel gegenstandslos; aus Formel (6'.) 


fürv»=0, 1, ..., »®—1 berechnet man Co ++, O,o,o,,0_,, während 


a 


die e”’ Grössen 


a) u* ad) ı? . AAO BER | 
willkürlich anzunehmen sind. 
Die aus der Differentialgleichung 


1 
n d”y cu n—1 d” Y 


d" ıy Kn 
FR CT dar! 


de" —1 


«A, 


dy Kaukı Fa 
+t6,2 dx + C„Yy +2 Au... Yy ..(& 


(x = E # zo .=,=l; ++ +%, 1) 


da” 


gebildete Gleichung nten Grades 


s(s—1l)...(s—n+1) = as(s—1)...(s—n+2)+-+c,_ıs+tc, 
habe die e)-fache Wurzel a (i=1,...,r). Zwischen den Grössen a‘, ..., a”, 
deren reelle Theile positiv sind, während diejenigen von a”"*”, ..., a” negativ 
oder Null seien, mögen beliebige Beziehungen bestehen, aus welchen die Zahlen 
Vs... v9” wie in $ 7 ermittelt seien. Dann wird die Differentialgleichung, 
wenn man 


„@) 


al) n al! () a (i). gli nr 
u = a (-loge),, = (logo), 22, 4er (Loge) tn 


setzt, durch eine Reihe 


7 7 2 h 
Rn } 5 Aydı hie Anl me(M) 
Y age =Q,, u erundgpend, (m) T t;: ... be ... LE. ... mel) 


befriedigt, welche e+---+e” willkürliche Grössen enthält und für hinreichend 
kleine Werthe von |x|, |t.,|, -.. convergent ist. 


Charlottenburg, 1. August 1895. 














Ueber die Reduction algebraischer Systeme 
auf die kanonische Form. 
(Von Herrn Kurt Hensel.) 





Es sei y eine algebraische Function »ter Ordnung von z und 
Yı Ya +++, 4. Ihre » conjugirten Werthe; ferner bedeuten 
(u) 2 (n) 
a 


n beliebige rationale Funetionen von z und y und es mögen allgemein 
Yy®, Y!®, ..., Yi” die » conjugirten Werthe sein, welche man erhält, wenn 
man in Y" y der Reihe nach durch y,, %:, .. ., y„ ersetzt. 
In einer soeben veröffentlichten Arbeit*) habe ich die algebraischen 
Systeme 
TE: za 
BRRRE ; 8; s=-(Y@y)=| !, 1”, ..., 7%” 
u RER... 
untersucht und nachgewiesen, dass ihre Elementartheiler e, (x), e,(x),.... e,(x) 
sämmtlich sog. Wurzelfunctionen sind, dass sie nämlich aus Produeten von 
Linearfactoren (e—a)? bestehen, deren Exponenten positive oder negative 
rationale Brüche sind. 
Es sei nun allgemein: 


d‚(@) = (Y®, Y®, ..., Y®) ARTEN 


der grösste gemeinsame T'heiler der » zu Y" conjugirten algebraischen 
Funetionen, so dass also: 

(2.) ‚> = d(a).2° EEE RR 
gesetzt werden kann, und die » conjugirten Functionen (ZW, ZU, ..., ZO) 


ı) 


*) Ueber einen neuen Fundamentalsatz in der Theorie der algebraischen Funetionen 
einer Variablen, dieses Journal Bd. 115, S. 254— 294. 
Journal für Mathematik Bd. CXVIl. Heft 2. 17 
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ganze algebraische Functionen ohne gemeinsamen Theiler sind, so sind, | 
wie a. a. O,. dargelegt wurde, auch diese » Theiler (d,(), ..., d,(x)) Wurzel- | | 
funetionen von x; ersetzt man nun die Elemente des Systemes (Y/”) durch | 

ihre in (2.) gegebenen Ausdrücke, so ergiebt sich die Compositionsgleichung: 


u 79) = (ZIYA,E)), 
wo 
d, (=), v, u. v 
(d,(«)) m v, d,(«), EEE | 
0, v, er d,(&) 


dasjenige Diagonalsystem bedeutet, dessen Diagonalelemente jene » T'heiler 
(d,(z), di). ..., d„(z)) sind. 

Da somit das zu untersuchende System (Y/”) aus dem Diagonalsystem 
(d,(z)) durch Composition mit dem ganzen System (Z{”) hervorgeht, mithin 
ein Vielfaches von jenem System ist, so sind auch nach einem wichtigen 
Satze der Determinantentheorie*) die Elementartheiler von (Y/”) Vielfache 
der entsprechenden Theiler des Diagonalsystemes (d;(z)). 

Von besonderer Wichtigkeit ist nun der Fall, wo sich das System 
(ZU) auf ein Einheitssystem redueirt, wo also seine Determinante 

ZZ 

eine von Null verschiedene Constante ist. In diesem Falle ist nämlich 
auch umgekehrt (d,(z)) ein Vielfaches von (Y®), d. h. das algebraische 
System (Y{”) ist dem Diagonalsysteme (d;(z)) von Wurzelfunetionen äqui- 
valent, und besitzt somit dieselben Elementartheiler, wie dieses. Ein solches 
System habe ich in der oben erwähnten Arbeit ein kanonisches genannt, 
und habe dort auch schon den wichtigen Satz ausgesprochen, dass jedes 
algebraische System (Y/”) rational in ein äquivalentes kanonisches System 
transformirt werden kann; jedoch habe ich a. a. OÖ. den Beweis nur für den 
Fall gegeben, dass man sich auf die Untersuchung einer einzigen Stelle 
(= a) beschränkt, dass man also nur die Potenzen des zugehörigen 
Linearfactors (ce —a) betrachtet, welche in den » Elementartheilern enthalten 
sind. Ich will in dieser Arbeit den vollständigen Beweis dieses Satzes mit- 
theilen, und zu diesem Zwecke aus dem früher gegebenen Beweise die- 


*) Ein einfacher Beweis dieses Satzes findet sich in meiner Arbeit im 114. Bande 
dieses Journals S. 109—115. 
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jenigen Schlüsse in einer einfacheren und weiter gehenden Fassung recapi- 
tuliren, welche für das Folgende von Wichtigkeit sind. 
Es sei =. eine beliebige Stelle und 


\N 


(z-a)”, (2-a)”, ..., (z-a) 


die Potenzen des zu a gehörigen Linearfactors (e—a), welche bezw. in 
d,(x), d,(x), ..., d,(x) enthalten sind, welche also aus der ersten, zweiten, 

.„ nten Colonne des Systemes (Y;”’) durch einfache Division entfernt 
werden können. Ich denke mir die » Funetionen (Y®,..., Y"’) von vorn 


herein so geordnet, dass die rationalen Exponenten d,, di, .... 0, ihrer 


n 


Grösse nach auf einander folgen, dass also allgemein d, <d,,, ist. Dann 


ist jede Unterdeterminante einer beliebigen /ten Ordnung von (Y/’) min- 


. td, t + 
destens durch die Potenz (x -a) 


" theilbar, weil ja diese oder eine 
noch höhere Potenz von (z—a) aus ihren Verticalreihen herausgehoben 
werden kann. Ist also D, der grösste gemeinsame Theiler aller Unter- 
determinanten /ter Ordnung und (—-a)”' die in ihm enthaltene Potenz von 
(2—a), so ist stets: 

Hr 0,4 d,+-.-+Jd. ü=1 ı) 
Ist nun zunächst für einen bestimmten Werth von ! 4,=0d,+:-+J,, so ist 
der aus den / ersten Functionen (Y®,..., Y®) bestehende Theil des 
Systemes (Y“,...., Y") bereits kanonisch, in Bezug auf die Stelle «, denn 
dividirt man die / Verticalreihen der zugehörigen Matrix 

Me (A 0) (= ) 


der Reihe nach durch die Potenzen (z—-a)”., ..., (@—a)‘, so hat die so 


sich ergebende Matrix 


( y\’ Y; ) 
ne = Auian ( 1 ) 
(za): ’ (x —.a) ) 


für die Stelle «a den Charakter eines Einheitssystemes, weil ihre Elemente 
in Bezug auf jene Stelle ganz, und weil ihre Unterdeterminanten der 
höchsten Ordnung nicht mehr sämmtlich durch eine positive Potenz von 
(2—a) theilbar sind. 

Ist demnach für alle Werthe von 2 4,=d,+---+Jd,, so ist das ganze 
System in bezug auf die Stelle « kanonisch; soll dies also nicht der Fall 
sein, so muss für einen jener Exponenten, etwa für Z, 
4,>>0 at 
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sein, während für alle früheren 4/,= d,+---+0, ist. Besteht nun diese Un- 
gleichheit für /,, so kann man, wie a.a. 0. 8. 271—274 gezeigt wurde 
r—1 ganze rationale Functionen a,(z), a(®), ..., a,_,(z) von x so be- 
stimmen, dass die Function 


Yo — a(2)Y” +... +a,_,(2)YOD+Y” 


nebst ihren eonjugirten (Y®,..., Y@) durch eine Potenz (2-a)” theilbar 
ist, deren Exponent d, grösser ist als d,. Ersetzt man nun in dem Systeme 
(Y®,..., Y®) Y® durch Y®, so ist also d,+ +4,44, > di + +, _,+0,; 
ist auch für dieses noch 4, > d,-+---+Jd,, so kann man auf Y®, ..., YO, y® 
genau das vorhin beschriebene Verfahren wieder anwenden und hiermit so 
lange fortfahren, bis man ein System erhält, dessen r erste Elemente 
kanonisch sind. Ordnet man dann dieses System wieder nach der Grössen- 
folge der zugehörigen Exponenten und wendet dasselbe Verfahren auf die 
so erhaltene Matrix an, so erhält man schliesslich ein äquivalentes System, 
dessen Elemente in Bezug auf die Stelle « sämmtlich kanonisch sind. Da 
dasselbe Verfahren offenbar auch auf ein beliebiges System von rational 
unabhängigen Functionen Y", ..., Y®’ anwendbar ist, deren Anzahl v 


gleich oder kleiner als » ist, so kann das bis jetzt gefundene Resultat 
folgendermassen ausgesprochen werden: 


Ist (Y®,..., Y®’) ein beliebiges System von v rational unabhän- 
gigen Funetionen von (z, y) und sind (e-a)", (x—a)”, ..., (2—a)” 
die Potenzen eines gegebenen Linearfactors, welche in den v Ele- 
mentartheilern der zugehörigen Matrix 

(N) er 
enthalten sind, so kann man das System (Y",..., Y®’) in ein 
äquivalentes kanonisches System (Y®,...., Y) transformiren, dessen 
Elemente der Reihe nach durch jene Elementartheiler (x —a)", ..., 
(2e—a)” algebraisch theilbar sind. 

Es sei nun (Y®, Y®,..., Y®?) ein algebraisches System von v Ele- 
menten, welches bereits in Bezug auf eine Anzahl von Stellen 


! " 


(0) 
d >) Ad ’ * » .. da 


kanonisch ist, so stelle ich mir jetzt die Aufgabe, dasselbe so umzuformen, 
dass es ausser für diese noch für eine weitere Stelle e = « kanonisch werde, 








ee nee Ten ET u nun ” 
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für welche es diese Eigenschaft vorher nicht hatte. Diese Transformation 
kann nun genau auf die vorher angegebene Weise ausgeführt werden, wenn 
man die folgende einfache Bemerkung hinzunimmt: 

Es seien 


E, (2) = (xe-a') '(z—-a")"...(2—-a®)' 
„. \ RT ne - EN 
E,(z) = (2-a) ’(z-a)’..(c— a) ' 
der erste und der letzte (vte) Elementartheiler des Systemes (Y}",..., Y, 


in Bezug auf die Stellen a',...,a®” und E(x) irgend eine rationale ganze 


E,(®) 
E,(e) 


Elementartheiler ist und nur an den Stellen «', «, ..., a“ verschwindet. 


Function von z, welche ein Vielfaches des (@uotienten jener beiden 


Dann geht das System (Y”,..., Y”) in ein äquivalentes und für die 
Stellen (a,...,a‘®) ebenfalls kanonisches System über, wenn man irgend 
eines seiner Elemente Y” durch ein anderes 


3.) 7? = Y"+E&la)(a Y"’+--+0_,Y" ”’+a,,Y'’+..+a,Y®) 


| 
ersetzt, WO Guy +.., 4 _13 Ayyıy +, a, beliebig gewählte ganze Funetionen von x 
sind. Denn erstens sind die beiden Systeme (Y",..., Y®,..., Y®) und 
(Y®,..., Y®,..., Y®?) äquivalent, weil jedes in das andere durch eine umkehr- 
bare Substitution mit ganzen Coefficienten übergeht, und zweitens ist das zweite 
System kanonisch, wenn es das erste war, weil Y' genau dieselben ge- 
brochenen Potenzen von (z-a'), ..., (2—a’) enthält wie Y®. In der 
Dash, EEE ee 
Theiler von Y",..., Y”, so ist jedes der Produete E(z)Y® durch d, theil- 


\ 


bar, denn wegen der Bedeutung von E(x) ist 


die auf die betrachteten Stellen bezüglichen 


E(z)Y" . wi (2).dil®) 0 a. ag 

d, E (z).d,(x) dı E 
wo @ eine ganze Grösse bezeichnet, d. h. jeder einzelne der drei Faetoren 
jenes Productes ist für sich algebraisch ganz, weil jeder Theiler d, in dem 
letzten Elementartheiler £, enthalten und umgekehrt jeder 'Theiler d;, durch 
den ersten Elementartheiler E, theilbar ist. Also ist in dem Ausdrucke 
(3.) von Y® jeder Summand, mithin auch Y” selbst dureh d” theilbar, 

d. h. die’ aufgestellte Behauptung ist vollständig bewiesen. 
Um nun das für die Stellen («a',...., a'®) kanonische System (Y',..., Y" 
in ein solches zu transformiren, welches auch für eine (o-+1)-te Stelle «a 
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kanonisch ist, denke ich mir seine Elemente wieder von vorn herein so 
geordnet, dass die Exponenten d,, d;, 


haltenen Potenzen von (2—a) ihrer Grösse nach auf einander folgen. 


., 6, der n Y%, ..., Y? ent- 


dann wieder r der niedrigste Index, für welchen 


I,> I, +d,+- +0, 


Ist 


für welchen also alle Determinanten höchster Ordnung der aus den Elementen 


| 


gebildeten Matrix für & 
von der Matrix: 


(1 
Yı 


(&@) "(a)" 


l 


(1) 
k 


(say ’ 


= a sämmtlich verschwinden, so gilt genau dasselbe 


. 


y” 


ei a)” 


(r—1 
ww 


) 


(2— a)! 


Yy 


(— a)” 


) 


denn ihre Determinanten rter Ordnung unterscheiden sich von den ent- 
sprechenden der vorigen Matrix nur um den für 2=a nicht verschwinden- 


den Factor (E(x))". 


Nach dem im Anfange dieser Arbeit bewiesenen 


Satze kann man also auch für diese zweite Matrix r—1 eanze Funetionen 
o 


U,. Üd), . 0. 0. d,._ 


‚ so finden, dass die Funetionen: 


Y” = YO+E(E).(a.Y®+--+a,_,Y®) 


durch eine höhere Potenz von (x—a) als die d,-te theilbar ist, und nach 


der oben gemachten Bemerkung enthält Y”’ genau dieselben gebrochenen 


Potenzen von (2 —a), 


(Y®,...,Y®”,..., Y")) ist also in Bezug auf die o ersten Stellen («', 


., (2—a®) wie 


Y”, 


Das 


neue System 


u, 0P) 


ebenfalls kanonisch, enthält aber den Linearfactor (ce—a) öfter als das ur- 
sprüngliche System; man gelangt daher durch Fortsetzung desselben Ver- 
fahrens zuletzt zu einem auch in Bezug auf die Stelle « kanonischen 


Systeme. 


Formt man also das System in der hier dargelegten Weise in 


Bezug auf alle Stellen um, für welche es noch nicht kanonisch ist, und 

beachtet dabei, dass die Anzahl aller jener Stellen offenbar endlich ist, so 

erhält man zuletzt ein für jede Stelle kanonisches System. 
Ist also (Y®, Y®,..., Y") ein beliebiges unabhängiges System 

algebraischer Functionen, welche einem beliebigen Körper »ter Ordnung 

angehören, so kann man dasselbe durch eine umkehrbare Substitution 

Y® = Zaula) I? 


mit ganzen Uoefficienten in ein kanonisches System (Y®, ..., Y") trans- 
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formiren. Sind dann d,, ..., d, die grössten in den algebraischen Fune- 
tionen jenes Systemes enthaltenen Wurzelfunctionen, so kann aus den 


Colonnen der zugehörigen Determinante |Y®| das Product dı.d,...d, 
durch einfache Division herausgehoben werden, und die übrigbleibende 
(i) 
. k . . Rice r . . 
Determinante 1.0) | redueirt sich auf eine von Null verschiedene ÜUonstante. 


Besonders einfach gestaltet sich die hier für beliebige ganze oder ge- 
brochene Systeme durchgeführte Untersuchung in dem wichtigen speeiellen 
Falle, dass das vorgelegte System das folgende ist 


2 n— 1 
ya. y) 
und y eine beliebige ganze algebraische Funetion von x bedeutet. Hier 
gilt nämlich der folgende allgemeine Satz: 


Sind E,(z), E,(x)...... E,_,(r) die » Elementartheiler des ganzen 
algebraischen Systemes 
(1, 9, 4%, 9) Gehen 
so kann man stets » ganze Funetionen von y 
h. =1, 
fi = Aut, 


(4.) = Mutrauyty), 





h-ı => 4„_107 4,1194 G._,24 + Oi rg” 
mit ganzen Funetionen von x als Üoveffiecienten so bestimmen, dass 
hy) hy) ---, f-ı(y) der Reihe nach durch die Elementartheiler 
E,(z), E, (x), ..., E,_,(z) algebraisch theilbar sind, und dass sich 
also die Determinante des ganzen algebraischen Systemes 
(kW f(y) fa-1(yı) 
Mt Melde, Sri Ne Fr 
auf eine von Null verschiedene Gonstante redueirt. 
Die Richtigkeit dieses Satzes für die erste Funetion Ay) =1 ist 
evident, weil offenbar auch der erste Elementartheiler des Systemes 
(1,9,,..,9') d.h. der grösste gemeinsame T'heiler aller seiner »’ Ele- 
mente offenbar gleich Eins ist. Um ihn daher allgemein zu beweisen, 
nehme ich an, die r ersten Funetionen fj, fi, ---, f;_ı seien bereits in der 
verlangten Weise so bestimmt, dass sie bezw. durch E,, E,. ..., E,_, theil- 
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bar sind, und zeige, dass und wie man dann f, gleichfalls finden kann. 
Wählt man nun für die a—r letzten Functionen der Reihe nach 


ln Yh-ı nn ya 
so sind diese ebenfalls von der in (4.) angegebenen Gestalt, jede von ihnen 
ist mindestens durch E,_, und ist auch durch die vorhergehende theilbar. 
Also sind in diesem Systeme 


ln 4 ben Yon en he 
die in ihnen enthaltenen Theiler für jeden Linearfactor (e—a) nach der 
Grösse ihrer Exponenten geordnet, und man kann daher auf dem oben an- 
gegebenen Wege eine Function 

f; u yf;-ı+ b,;\+bf; +" +b,.f 

so bestimmen, dass das System (fu fi +, /;_, f;) ein kanonisches ist, und 
zwar ist die in f, enthaltene Wurzelfunction sicher ein Vielfaches des 
Theilers von f,_,. Fährt man nun in derselben Weise fort, so gelangt 
man zuletzt zu einem kanonischen System (fi fi .-.,/f„-ı) der oben an- 
gegebenen Art, von deren Theilern E,, E, ..., E,_, jeder ein Vielfaches 
des vorhergehenden ist; jene T'heiler sind daher in der T’hat die Elementar- 
theiler des Systemes (f;(@y,)) oder des mit ihm äquivalenten Systemes 
(1,9sYi5...,95 ) und damit ist dieser Satz vollständig bewiesen. (Vgl. 
auch die Arbeit des Herrn K. Fischer in diesem Bande des Journals). 

Das so gefundene System von algebraischen Functionen eines Gat- 
tungsbereiches ist von fundamentaler Bedeutung für alle Fragen in der 
T'heorie der algebraischen Curven und algebraischen Functionen, denn 
mit seiner Hülfe kann die Untersuchung der Singularitäten aller Curven 
jener Klasse, sowohl die der Doppelpunkte als die der Verzweigungspunkte 
ohne jede weitere Ueberlegung allein auf die trivialen Singularitäten jener 
» Wurzelfunetionen E,(z), E,(x), ..., E,(z) reduceirt werden. Aus ihnen 
kann man ferner unmittelbar ein Fundamentalsystem für den Gattungs- 
bereich oder Körper der rationalen Functionen von z und y finden. Ist 
nämlich allgemein [E(x)] die grösste rationale Function von x, welche in 
der Wurzelfunction E(x) enthalten ist, so bilden die » Functionen 

R f f.-ı 

(EI! [EI 9 ME) 
ein Fundamentalsystem für jenen Bereich und zwar ein kanonisches Fun- 
damentalsystem, denn dasselbe ist ein kanonisches System ganzer algebraischer 
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Funetionen des Bereiches, dessen Elementartheiler mit denen des Diagonal- 
E, . r > . . . 
systemes (181) zusammenfallen. also redueirte Wurzelfunetionen in dem 


Sinne meiner Arbeit im 115. Bande dieses Journals sind. (Vgl. a. a. ©. 
S. 256.) 

Die Elementartheiler E,, E,, ..., E,_, des Systemes (1,9, .... %, 
können noch in einer anderen Weise definirt und hieraus eine interessante 
Eigenschaft derselben abgeleitet werden. Ist nämlich 


.y) = yYrby"+--+b, 
irgend eine ganze Function rten Grades von y mit ganzen oder gebrochenen 
Coefficienten 5,, ..., b, und ist E,(x) der grösste gemeinsame Theiler 
der » conjugirten Functionen (f.(yı), f-(Yy2); ---; /.(y)) also mit anderen 
Worten die grösste in f,(y) enthaltene Wurzelfunetion, so ist E,(z) notl- 
wendig ein Divisor des Elementartheilers E,(x). Vergleicht man nämlich 
die beiden Systeme von gleicher Determinante 


kan ba) FW A) und r  P). 
so tritt aus den Colonnen der ersten der Factor E,...E,...E,_,. aus denen 
der zweiten E,...E,...E,_, heraus und die Determinante des zweiten Systemes 
ist jenem zweiten Producte genau gleich. Setzt man also die Determinanten 
beider Systeme einander gleich, so ergiebt sich: 


Bes Bann re, 


/ l “ 


also 


3 
wo G eine ganze algebraische Function bedeutet. Da nun E, selbst die 
grösste in der Function f,(y) enthaltene Wurzelfunction ist, so kann dieses 
Resultat auch so ausgesprochen werden: 


Der Elementartheiler E,(z) des Systemes (1, y,,..., ist das 


N 
kleinste gemeinsame Vielfache derjenigen Wurzelfunetionen, welche 


in allen Funetionen rten Grades 
y+b,(z)y + +b,(e 
“mit ganzen oder gebrochenen Üoeffieienten enthalten sind. 
Aus dieser Eigenschaft der Funetionen E,(z) folgt nun unmittelbar 
der folgende merkwürdige Satz: 
Journal für Mathematik Bd. CXVII. Heft 2. 18 



































Product E,.E, theilbar. 
Oder allgemeiner: 
Jeder Quotient 


Entr+.. +1 


E,.E;...Eı 





theilbar. 


h-+-k-..+1<n einzusehen, braucht man nur das Produet: 


YA): hy) 


jenes Produetes sein muss. 


Thheilbarkeit, die in meiner vorigen Arbeit entwickelt worden ist. 
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stimmen auch die von ihm gefundenen Functionen F;(y) mit den hier auf- 


Sind E, und E, irgend welche Elementartheiler des Systemes 
(1,9,...,9""'), so ist der Elementartheiler E,,. stets durch das 


ist stets algebraisch ganz, also der Zähler ist durch den Nenner 


Ist zunächst A+k+ +1 =.n, so ist der Satz selbstverständlich richtig, 
weil die auf E,_, folgenden Elementartheiler des Systemes »ter Ordnung 
sämmtlich gleich Null sind. Um die Richtigkeit desselben Satzes für 


zu bilden, denn dieses ist eine ganze Function des Grades (k+k+---+/) 
von y, in welcher der Coeffieient der höchsten Potenz von y gleich Eins 
ist, und welche mindestens durch das Product E,(x).E,(x)...E,(x) theilbar 
ist; hieraus folgt nämlich sofort, dass der Theiler E,,;;,....,(x) ein Vielfaches 


In seiner schönen Abhandlung „über die Diseriminante algebraischer 
Funetionen einer Variablen“ (dieses Journal Bd. 91 S. 301—334, L. Kroneckers 
gesammelte Werke Bd. II S. 193—236) hat Kronecker eine Anzahl von 
Resultaten hergeleitet, von denen die hier bewiesenen Sätze eine wesentliche 
Verallgemeinerung sind. Kronecker kennt und betrachtet nur die algebraische 
Theilbarkeit einer algebraischen Function f(y, x) durch eine rationale ganze 
Function N(x) von x allein, aber nicht ihre Theilbarkeit durch eine Wurzel- 
function von x, und der Zielpunkt seiner Untersuchungen ist die Aufstellung 
eines Systemes F\, F, ..., F,_, von ganzen Functionen vom Oten, lten, ..., 
(n—1)-ten Grade, für welche jene rationalen 'Theiler von möglichst hohem 
Grade in x sind. Auf diese Weise kann er also nicht die Elementartheiler 
E,(x) des Systemes (1, y;, ..., y/') selbst, sondern nur die in ihnen enthaltenen 
grössten rationalen Theiler [E;(z)] erhalten, denn zur Lösung dieser weiter 
gehenden Aufgabe braucht man eben jene Erweiterung des Begriffes der 


Ebenso 





es 
las 


1er 


ig, 
ng 


für 


her 


ers 
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gestellten f;(y) nicht überein, sondern sind unter ihnen enthalten, denn die 
letzteren sind nicht nur durch die rationalen Funetionen [E,(«)|, sondern 
durch die Wurzelfunction E;(z), also durch Vielfache von jenen theilbar: 
ausserdem beweist er nur die Existenz der von ihm benutzten Functionen, 
ohne aber ein Verfahren zu ihrer Herleitung anzugeben. 


Dadurch dass Kronecker die Elemente seines Systemes (F,, F,,..... F 
durch die in ihnen enthaltenen rationalen Functionen [Ey], [E}|, .... |E,_,) 
02 ' ’ F F Bi 
dividirt, gelangt er zu einem reducirten System ( | ET FE. 1° TE T): 
“o) 4, I Kn L} 


welches ein Fundamentalsystem für den Bereich ®(z, y), dessen Diseriminante 
also die Gattungsdiseriminante von ®(x, y) ist, und hierdurch gelingt es ihm 
zwar, die Untersuchung der Doppelpunkte von der der Verzweigungspunkte 
der zugehörigen Riemannschen Fläche zu trennen, aber er erledigt nicht 
die Frage nach jenen Verzweigungspunkten selbst, denn diese fällt eben 


u‘ . E,(x a un 
mit derjenigen nach den Elementartheilern FE ar der Gattungsdiseriminante 
e\ 


zusammen“), welche bei der Kroreckerschen Auffassung überhaupt garnicht 
aufgeworfen werden konnte. 


Berlin, den 12. November 1895. 





*) Vgl. meine Arbeit „Ueber die Ordnungen der Verzweigungspunkte einer Rie- 
mannschen Fläche“. Sitzungsberichte der Berliner Akademie v. J. 1395 8. 933—943. 








Ueber das Fundamentalsystem und die Diseriminante 
der Gattungen algebraischer Zahlen, 


welche aus Wurzelgrössen gebildet sind. 
(Von Herrn @eorg Landsberg in Heidelberg.) 


In der Theorie der Gattungen algebraischer Zahlen steht an vorderster 
Stelle die Bestimmung des Fundamentalsystemes und der Discriminante. 
Während aber im allgemeinen Falle die Lösung dieser Aufgabe eine grosse 
Anzahl eomplieirter und schwer durchführbarer Operationen erfordert, so 
lassen sich bei denjenigen Gattungen, welche aus reinen Gleichungen her- 
vorgehen, die Kriterien des Fundamentalsystemes in eine sehr einfache und 
durchsichtige Form setzen. Diesen Fall behandeln wir im Folgenden; die 
Untersuchung dürfte auch darum einiges Interesse bieten, weil die Ab- 
weichung, welche die Theorie der algebraischen Zahlen gegenüber der in 
dieser Hinsicht einfacheren Theorie der algebraischen Funetionen zeigt, 
hier besonders deutlich zam Ausdruck kommt. 

Vorausgeschickt werde die folgende Bemerkung. Wenn in einer 
sanzzahligen algebraischen Gleichung: 


(1 ‘) F(x) u 2”"— ca 2""+ 0" + „= 0, 


deren Wurzeln die ganzen algebraischen Zahlen 5, $, ..., $, sein mögen, 
die Coeffieienten e,, €, ..., €, nicht sämmtlich durch eine reelle Primzahl p 
theilbar sind. so haben die a+1 Zahlen: 


SE ES; 

keinen gemeinsamen Theiler, weder einen wirklichen noch einen idealen. 
Denn ist e, nieht durch p theilbar, so kann man zwei ganze Zahlen r und s 
so bestimmen, dass 


er 


5 a ! 
ehrt) 


Un 


li u E 2 
— rp-r sc, En rP+Ss(SıSe St Sı 


ist, und es lässt sich also die Eins und folglich jede ganze algebraische 
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Zahl linear und homogen durch p, 5, &. ..., 5, mit ganzen algebraischen 
Zahleoefficienten darstellen *). 
Wenn aber c,, ©, ..., ec, sämmtlich durch die Primzahl p theilbar 


. 


sind, so haben $&,, &,. ..., &, mit einer beliebie hohen Potenz von p einen 
’ L) I I > / 

Theiler gemein, welcher einer Potenz von p mit gebrochenem Exponenten 
äquivalent ist**). Bildet man nämlich die Gleichung, welcher die » Zahlen 


h 


- .. 
75 genügen: 


C C 


(2.) N — 3 rl n 2” + Ze — (. 


l 
so sind ihre Wurzeln dann und nur dann ganze algebraische Zahlen, wenn 
. \ > 0° C, r . } . . . 
die Coefficienten —, ganze Zahlen sind. Erscheint also die Primzahl p 
pP 
in den Primzahlzerlegungen der Coefficienten 
I Ra: 


resp. mit den Exponenten 


a  - 


behaftet und wählt man d gleich der kleinsten der Zahlen 


a, Ü, On 
1 “ > “ . . .. n 
. . r ie ” Pr ; i ü 
so ist jede der Zahlen &,. &, .... &, durch p? theilbar, und wenn d = 


h 


h 


. . c . . r . . 
ist, SO Ist „a eine ganze rationale Zahl, welche nicht mehr durch p theil- 


bar ist. Also giebt es, analog wie vorher, zwei ganze Zahlen r und s, 
so dass 


\- - 2 
f = in > \ 
> Dis) / 


C; ’ / 
1 = rp4s 5 = rp+s( 


ner 


u er Zi 


Int 


c 
1 nn 


ist, woraus hervorgeht, dass die ganzen Zahlen ,, "5, ..., , und die 
pP pP p 


Primzahl p keinen gemeinsamen Theiler mehr haben. Die so ermittelte 
gebrochene Potenz von p kann passend als „der grösste gemeinschaftliche 


*) Vgl. für diese Begrifisbestimmung eines Systemes von Zahlen ohne gemeinschaft- 
lichen Theiler Dirichlet-Dedekind, Zahlentheorie, 4. Aufl. $ 174. 

**) Die Theilbarkeit durch gebrochene Potenzen eines Primfactors wurde in der 
Theorie der algebraischen Functionen zur Grundlage der Untersuchung gemacht durch 
Herrn Hensel; s. insbesondere dessen Arbeit: Ueber einen neuen Fundamentalsatz in der 
Theorie der algebraischen Functionen einer Variablen. Dieses Journal Bd. 115, S. 254. 
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Theiler von n conjugirten Zahlen 5, &. ..., $, nach dem Modul p“ bezeichnet 
und soll 
s 


Un 


(&,; 20. 5)» =D» 

geschrieben werden. Dann stützen wir uns im Folgenden auf den Hülfssatz: 
Wenn der grösste gemeinschaftliche Theiler von &, &, -- ., 5, nach 

dem Modul p gleich p” ist, so ist für jede ganze Zahl r der grösste gemein- 
schaftliche Theiler von S}, &, . . ., $&, nach dem Modul p gleich p”. Es ist also: 


er er cr FREE c - s \r 
17 229 ° 4 9 a >17 924 + 0 09 3 p° 


Zum Beweise bilde man die Gleichung, welcher die » Grössen &, &, :.-, 
genügen: 


Un 


(3.) G(z) =" — da" +d,e""—  +d,=0. 

Nun ist: 
F(&) = (2—-$,)...(2-$8,), @(2) = (2-$8)...(0—$5); 

bezeichnet man also mit » eine primitive rte Einheitswurzel, so ist: 

(4.) (-D"PG(e) = F(r)F(we)F(w’r)...F(w x). 
Setzt man in dieser identischen Gleichung = = p’z', so wird jeder einzelne 
der r Factoren F(w!x) durch p”, die rechte Seite der Gleichung also durch 
p”” theilbar. Folglich ist auch @(p”’x”) durch p”° theilbar, und da 

G(p”a") = x" dp ET L A, pEI TE TI-..+d, 

ist, so muss d, durch p”? theilbar sein, also ist in der T'hat jede der 
Zahlen &, &, ..., & dureh p” theilbar. Aus der Identität (4.) folgt aber 
auch, dass p” die höchste Potenz von p ist, welche in allen Zahlen 
re, 5, enthalten ist. Es sei nämlich h der grösste Index, für welchen 


[2% 


Gr . ER . . . 
= „ Ist, so dass also c,,, für jedes © aus der Reihe 1, 2, ..., a—h durch 


eine höhere Potenz von p als p“*”” theilbar ist. Führt man nun auf der 
rechten Seite der Gleichung (4.) die Multiplication aus, so findet man: 
Ba r je 

= co t+=Ac,C,...C,, 
worin A ein ganzer Zahlecoefficient, g9,, 9, ..., 9, aber irgend welche Indices 
der Reihe 0, 1, 2, ..., » sind, welche für jedes einzelne Glied der Summe 
der Bedingung 

+tg++g, = rh 
genügen müssen. Hieraus folgt, dass wenigstens einer der Indices g.. 92 ---, 9; 
grösser als A, und dass folglich jedes einzelne der in der Summe enthaltenen 
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Li 


’ theilbar ist. während das 


und keine höhere Potenz von p enthält. Es ist 
rhd 


Glieder durch eine höhere Potenz von p als p” 
Glied ec; die Potenz p”” 
also in der That d, genau durch p”” theilbar, w. z. b. w. 

Wenden wir uns jetzt zur Bestimmung des Fundamentalsystemes 


und der Diseriminante der durch die irreduetible binomische Gleichung 
(9.) x —a = (0 

charakterisirten Gattung, so beschränken wir uns auf den Fall, auf welchen 

sich die anderen ohne Schwierigkeit zurückführen lassen, dass A, die Ordnuı 


(iV 
IL 


der Gattung, eine Primzahl ist. Ist nun » eine Wurzel der Gleichung (5.), 


so können wir zunächst aus jeder Potenz von w die grösste ganze rationale 
Zahl, welche in ihr als Factor enthalten ist, herausheben*). Bezeichnen wir 
also die grösste rationale in w” enthaltene ganze Zahl mit [w], so bilden 
wir die Reihe der Zahlen: 


(6.) 5 u 5, — 


(N) nt w” Wr 
[o] „. 


i—1 [+1] 


Un 


 [o’] ’ 
Hiernach dürfen wir offenbar & von vornherein von allen denjenigen Prim- 
zahlen befreit denken, für welche der zugehörige Potenzexponent durch 4 
theilbar ist. Um nun zu entscheiden, ob diese Zahlen ein Fundamental- 
system bilden, berechnen wir zunächst ihre Diseriminante 4 (&,. &,..., &_ 


rebildeten 


d.i. das Quadrat der von den Grössen 5 und ihren Conjugirten ge 


Determinante: 


. i .—] 
ee at = 


[®] [@“) [@+-'] 


—-1)g - R (a 1,2 2 1) 


worin & eine primitive Ate Einheitswurzel bedeutet. Nun ist bekanntlich 


g 24 (“—-1)g)l2 — /__1NGA-NA—2) 2/ 1.2 
l, 0, 0 E . . .. 12 | Pr b 1)? /. 2) 19 ‚ ....% 1) 


und wenn eine Primzahl p in a in der rten Potenz enthalten ist, so ist sie 
in dem Producte 


> 


w w ww” 
[o) [oJ] Lo] 
in der Potenz p* enthalten, worin 
. . Ir Mi (A—1)r 
wei N. a ie EA 
e = Ira-1)-E(—)-E(S-) E(Z—) 


“ 


1 





*) In.der analogen Aufgabe der Theorie der algebraischen Functionen ist mit der 
Reduction auf das System (6.) die Bestimmung des Fundamentalsystems vollendet, 
während hier eine weitere Reduction nothwendig werden kann. Vgl. die oben eitirte 
Arbeit des Herrn Hensel. 
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ist. Da aber r zu A relativ prim ist, so ist 
‚f hr / (A—h)r 
EI a) ep], 
) 2 
folglich ist 
2oe = rl. —-V)—-(r-DA—1) =4—1 
von r ganz unabhängig, und man erhält hiernach: 
(7.) A(E,, &. Me B) > (12994 son. a 7IpT", 
worin das Product über alle in a enthaltenen Primzahlen p zu erstrecken 
ist. Vorausgesetzt nun, dass die Zahlen &,, 5, --., &_, kein Fundamental- 
system der Gattung bilden, so handelt es sich darum, alle diejenigen Prim- 
zahlen q zu finden, für welehe die 4 conjugirten Congruenzen: 
(8.) U,Sot Wu,” 5, + wort, | (mod.g) a FE 


durch ganze rationale Zahlen « befriedigt werden können, welche nicht 
sämmtlich durch g theilbar sind. Eine derartige Primzahl g muss offenbar 
in der Diseriminante /($&,, $,...,&%_,) enthalten sein; es sind also nur die 
in a aufgehenden Primzahlen p und die Primzahl 4 zu untersuchen. 

Ist nun p zunächst eine in a enthaltene und von 4 verschiedene 
Primzahl, so folgt aus den Congruenzen (8.), wenn man sie mit «”“ multi- 
plieirt und über g von O0 bis 4—1 summirt, dass auch 4u,5, durch p theil- 
bar sein muss. Die » Congruenzen 


- 


Urt, met, ut, ..., Anh e0 (mod.p) 


können aber, da die Grössen 5, nur noch durch echt gebrochene Potenzen 
von p theilbar sind, durch ganze rationale Zahlen allein in der Weise be- 
friedigt werden, dass die w, sämmtlich durch p theilbar sind; folglich bilden 
die $, bereits rücksichtlich dieser Primzahlen p ein Fundamentalsystem, 
und die Gattungsdiseriminante enthält dieselben Primzahlen in gleich hoher 
Potenz wie die Diseriminante 4. 

Die Primzahl 4 erfordert aber andere Hülfsmittel der Untersuchung. 
Ist erstens a durch A theilbar, so beweist man leicht, dass dann die Zahlen 
5 auch rücksichtlich der Primzahl 4 ein Fundamentalsystem bilden. Ent- 
hält nämlich a 4 in der rten Potenz und bestimmt man s durch die Con- 
sruenz rs — 1 (mod.A), so enthalten die Zahlen: 


> 
253 ne >()—1)s 3 


Un 


c c 
“()% >,» 


(wobei die Indices nur mod. in Betracht kommen), die Primzahl 4 resp. 
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in den Potenzen: 


1 2 i—1 


Um also die Congruenz: 

ut tut tun Sans > 0 (mod.%) 
zu befriedigen, müssen successive %, %, %ys -+ +, a, durch 4 theilbar 
gemacht werden, woraus die Behauptung folgt. 

Wenn aber zweitens a zu 4 relativ prim ist, so kann die zu unter- 

suchende Congruenz: 

wette tr +, 0 (mod.4) 
durch die äquivalente Congruenz: 

u.1+u,w +9,80” -+---+u,_,w'! 0 (mod.%) 
ersetzt werden, weil die fortgelassenen Nenner zu 4 relativ prim sind, beide 
Congruenzen also gleichzeitig durch rationale Zahlen «,. %., ..., ®u_, be- 
friedigt werden können. Die letztere Cougruenz ist aber wiederum, wie 
man unmittelbar sieht, völlig äquivalent der Congruenz: 


(9.) l+u,(w—.a) - u(wWw— a) +: +u,_,(w — 6) -1 


0 (mod.%). 
welche wir des näheren zu untersuchen haben. Pilden wir nun die Glei- 


chung, welcher die Zahl o=w-.a genügt, so lautet dieselbe: 


’ 2 AA—1 5 55 /. | 
e+a’-a=v+ | av + 13 A u in @ + —-a)=(0. 


Da in dieser Gleichung alle Coeffieienten durch 4 theilbar sind, so haben 
nach den früheren Bemerkungen die A conjugirten Grössen ©, ©, ..., ®, 
einen gemeinschaftlichen Theiler nach dem Modul 4, und wenn man die 
Exponenten &,, &, ..., &, bestimmt, mit welchen die Primzahl 4 in den 
Coeffieienten der Gleichung erscheint, so findet man: 


Ah 


== -=o,=1 «>1, 


und zwar gilt für «, das obere oder das untere Zeichen, je nachdem «’ —a 
bloss durch 4 oder auch durch 4° theilbar ist. Folglich ist 


a  Y u _ iu a 9 a — 1 

Bath Hobi % IE tur er ri 
und die kleinste dieser Zahlen ist also im Falle des Gleichheitszeichens 
Eu m . r a 1 
7, im Falle des Ungleichheitszeichens -——-- Je nachdem also a’ —a bloss 
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durch 4 oder durch 4° theilbar ist, ist 
[3 . 
(O5 0 2.5 v,): =) der A", 


und nach dem am Anfange bewiesenen Hülfssatze ist, diesen beiden Fällen 
entsprechend 


r r 
CHR Gr en ee y Soman 


In dem ersten Falle, wenn — yo zu d relativ prim ist, schliesst man jetzt, 


sanz wie vorher, dass die Zahlen 


(10.) l, 0-4, (wa), . u. (aa) 


ein Fundamentalsystem für den Modul 4, also &, &, -.., &_, ein absolutes 
Fundamentalsystem bilden. Ist aber a'—a durch 4° theilbar, so ist (—a)’" 
dureh A theilbar, daher wird das System (10.) redueirbar und an seine 
Stelle muss das System treten 

(w—a)*-! 


11) 1, 0-a, (w-a), Em 


u (w- a)”, 


dessen Diseriminante 


1 an „2? 22 D, } 2 a d 
’ ©, Ü,, Sn v, > Er (A 1, 2, 2..; 4) 


nur noch den Factor 4°” enthält. Erwägt man noch, dass in der letzten 


1 
Determinante die 2te, 3te, ..., (A—1)-te Colonne resp. die Factoren 4’, 





2 1—? 
1’, ..., 4° haben, so folgt weiter, dass die Determinante 
. 2? o.? gi! 
h h “h h 2 
1. _—— I, 14075 ug (ß=1,2,...,4) 
Due „Am | 


zu 4 relativ prim ist und dass also die sämmtlichen Determinanten zweiter 
Ordnung des Systemes von A Zeilen und 2 Colonnen 


)—1 
O, 
1, — (Az=1, 2, ..., 4) 
iv 573 A 


nach dem Modul A keinen gemeinsamen Theiler haben können. Diese Be- 
merkung führt aber zu dem Schlusse, dass das redueirte System (11.) in 
der That ein Fundamentalsystem für den Modul A bilden muss. Soll näm- 
lich die Congruenz 

(w— a)! 


+0 (w—a)+u,(w— a) +. +m_,(w— a) "+m_,— 7 = 0 (mod.r) 
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in ganzen rationalen Zahlen « lösbar sein, so muss zunächst 


1 


(way | BR 
een 5 0 (mod.A’=") 
oder 
TA 1 
h a 2.5 \ es e 
+, 0 (modii) für h=el,2,...,d 


sein, und dies ist,. weil die Determinanten des Systemes (12.) keinen ge- 
meinsamen Theiler nach dem Modul 4 haben, nur in der Weise möglich, 
1 
dass «a, und #_, durch 4°", also als rationale Zahlen auch durch 4 theil- 
bar sind. Nachdem dies bewiesen, schliesst man jetzt, genau wie früher, 
dass der Reihe nach auch «, %, ..., %,_, den Factor 4 besitzen müssen. 
Das Resultat der letzten Untersuchung ist der Satz: 


Ist 4 eine Primzahl und a zu 4 relativ prim, so bilden in der durch 


die Gleichung w = a constituirten Gattung die Zahlen 1, w,w,..., w, w 
oder die Zahlen 

(w—a)*-! 

Fu Sr u ey 

N 
N * ers ar! — 1 
ein Fundamentalsystem für den Modul ), je nachdem | su 4 relativ 

I 


prim ist oder nicht. Im ersten Falle ist die Gattungsdiseriminante gleich 
(ATOM on, a AT, 
im zweiten 
(— 1 DPOI son.) 14R N, 
worin das Product über alle in a enthaltenen Primzahlen zu erstrecken ist. 
Für =2 hat man das wohlbekannte Resultat, dass in der Gattung 
der mit Ya gebildeten Zahlen, 1 und Ya nur dann ein Fundamentalsystem 
für den Modul 2 bilden, wenn « = 2 oder 3 (mod.4) ist; wie man sieht, 
gelten gleich einfache Kriterien für beliebige Gattungen, welche aus Wurzel- 
grössen gebildet sind. 








Zur Theorie der Eulerschen Transformirten 
einer homogenen linearen Differentialgleichung 


der Fuuchsschen Klasse. 
(Von Herrn Ludwig Schlesinger.) 


Kiuter war der Erste, der die Lösung einer gewissen besonderen 
linearen Differentialgleichung zweiter Ordnung (die im Wesentlichen auf die 
Differentialgleichung der Gaussschen Reihe hinauskommt) in der Form eines 
bestimmten Integrals 

AB | 

/ w(3— 2)’ dx 
darstellte, wo 5 von z und x, «, # von x unabhängig sind und w eine 
blosse Function von x bedeutet. Ich habe in einer in den Gomptes Rendus 
der Pariser Akademie vom 24. Juni 1895*) veröffentlichten Note und aus- 
führlicher in einer Arbeit**) nachgewiesen, dass sich die Lösung jeder 
homogenen linearen Differentialgleichung durch ein Integral von der Form 


0. w(3— a)" "dx 

(.) | / (3-2) 
darstellen lässt, wo 1 einen geeignet gewählten Integrationsweg, w die 
Lösung einer gewissen homogenen linearen Differentialgleichung mit eben- 
falls rationalen Üoefficienten bedeutet, die sich, wenn die zu integrirende 
Differentialgleichung vorgelegt ist, unmittelbar in explieiter Form angeben 
lässt. Wir wollen diese Hülfsdifferentialgleichung, nach der Analogie einer 
von Herrn Poincare benutzten Bezeichnungsweise (Transform& de Laplace), 
die Eulersche Transformirte der vorgelegten Differentialgleichung nennen ***), 

*) Tome 120, p. 1396. 

**) Dieses Journal Band 116 S. 97 ff. 


“**) In der interessanten Abhandlung von Herrn Mellin (Acta Societatis Fennicae 
Tome 21, Nr. 6 (1596)), die mir (am 19. Februar 1896) durch die Güte des Herrn Ver- 
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Es war (a. a. O. Nr. IV) gezeigt worden, dass die Eulersche T'rans- 
formirte einer gegebenen linearen Differentialgleichung reduetibel wird und 
sich durch eine Differentialgleichung von niedrigerer Ordnung ersetzen lässt, 
sofern der unendlich ferne Punkt keine Unbestimmtheitsstelle für die vor- 
gelegte Differentialgleichung ist, und dass sich die gegenseitige Beziehung 
zwischen einer Differentialgleichung und ihrer Ewlerschen Transformirten 
besonders einfach gestaltet, wenn in der gegebenen Differentialgleichung 
der Grad des Coefficienten der höchsten Ableitung mit der Ordnung der 
Differentialgleichung übereinstimmt. Unter der letzteren Annahme wurde 
u. A. für eine Differentialgleichung, die der Fuchsschen Klasse angehört, 
ein Fundamentalsystem in der Form («.) aufgestellt und die Substitution 
bestimmt, die dasselbe bei einem Umlaufe der unabhängigen Variablen um 
einen singulären Punkt erfährt. 

In der vorliegenden Note soll mit Zuhülfenahme dieser Substitutionen 
die Frage erörtert werden, wie zwei Differentialgleichungen zu einander 
stehen, deren Eulersche Transformirte im Sinne von Riemann”) zu derselben 
Klasse gehören; im Zusammenhange damit wird dann auch die Reduetibi- 
litätsfrage eingehender untersucht und eine Anwendung der erlangten Ergeb- 
nisse auf die Tissot-Pochhammersche, und insbesondere auf diejenigen Diffe- 
rentialgleichungen gegeben, denen nach Herrn Fuchs“*) die Periodieitätsmoduln 
der hyperelliptischen Integrale erster und zweiter Gattung Genüge leisten. 

Es möge gestattet sein, meine erwähnte Arbeit (dieses Journal Bd. 116) 
als „Abh.“ unter Hinzufügung der Nummer oder der Seitenzahl des Bandes 
zu eitiren. 


fassers zugekommen ist, wird ($ 8) diese Eulersche Transformirte ebenfalls aufgestellt, 
nachdem ($ 7) ähnlich wie in meinen erwähnten Arbeiten auch die Laplacesche Trans- 
formirte mit Zuhülfenahme der Lagrangeschen Beziehung zwischen adjungirten Differen- 
tialausdrücken hergeleitet worden ist. Meine Arbeit in Band 116 dieses Journals hatte 
eben erst die Presse verlassen, dagegen scheint die Note in den Comptes Rendus der 
Aufmerksamkeit des Herrn Mellin entgangen zu sein. 

Während der Drucklegung der vorliegenden Arbeit empfing ich (am 2. Juni 
1596) durch die Güte des Herrn Pincherle seine mir leider bis dahin unbekannt ge- 
bliebene schöne Abhandlung (Memoria della R. Accademia di Bologna, 1892, Serie V, 
Tomo II, S. 523 ff.), worin für Differentialgleichungen der Fuchsschen Klasse die Eulersche 
Transformtrte aufgestellt und gezeigt wird, dass ihre Gruppe durch die Gruppe der vor- 
gelegten Differentialgleichung bestimmt ist. 
*) Gesammelte Werke, 2. Aufl. (1592), Nachlass, S. 380 ff. 
**) Dieses Journal Bd. 71, 8. 113 ff. 
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I. 


Wir gehen wie in den Nummern V—VIII der Abh. von einer Diffe- 
rentialgleichung mter Ordnung der Fuchsschen Klasse 


d m y 


\ \ an-iy 
(A) DW) = Pula) Zum + Par) Gar tt Pıla)y = 0 


aus. für welche 


9) Ö 
P,@)= N(z-a)', Zo,=m 
k:=1 k=1 
ist. Die adjungirte Differentialgleichung 

(A'.) D,(w) = 0 


von (A.) ist dann die Ewulersche Transformirte der Differentialgleichung 


(E) Eu) = 0.) IE +0,1 0) + +0ola)u = 0 
d.h. es ist 
(C.) D.((»-2)") = E,((s-2)'"). 

Wir hatten in der Abh. die Schleifen s,, sı, S$, ..., s, be- 
trachtet, die von einem regulären Punkte 2={Z aus um die Punkte 
3, 4, db, ..., a, der x-Ebene herum gelegt waren, ohne etwas näheres 
über den Verlauf dieser Schleifen in der z-Ebene festzusetzen. Da wir 
es hier mit der Betrachtung der Gesammtheit der Fundamentalsubstitutionen 
zu thun haben werden, so ist es nöthig, die Lage jener Schleifen genauer 
zu präeisiren. Wir denken uns nämlich aus der x-Ebene die Punkte 

rn BE 
durch kleine Curven ausgesondert und die so entstehende mehrfach zu- 
sammenhängende Fläche durch die von diesen Punkten aus nach dem Un- 
endlichen hingelegten Querschnitte 

Ba a ce 
in eine einfach zusammenhängende zerschnitten. Die Schleife s, möge 
dann von 5 ausgehend in der zerschnittenen Fläche bis in die Umgebung 
von a,, beziehungsweise für k= 0 bis in die Umgebung von z verlaufen, 
dann den Querschnitt /, in positiver Richtung (d. h. vom positiven Ufer 
nach dem negativen Ufer hin) überschreiten und wieder in der zerschnittenen 
Fläche nach Z zurückkehren. Die Bezeichnung sei so gewählt, dass wir 
die Begrenzung der durch die Schnitte 
ar re 
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zerschnittenen Fläche im positiven Sinne durchlaufend, längs des positiven 


Ufers von /, von a, nach , dann längs des negativen Ufers von 2, nach 
a,, dann längs des positiven Ufers von 4, nach vw u.s. w. endlich längs 
des positiven Ufers von /, von a, nach x, längs des negativen Ufers von 
/ nach £, längs des positiven Ufers von / nach © und längs des negativen 
Ufers von /, nach a, zurückgelangen. Die Lage von z fixiren wir dann, 
indem wir z. B. voraussetzen, 3 und der Querschnitt /, seien innerhalb 
der durch 


begrenzten Parcelle der z-Ebene gelegen. 
Lassen wir dann z einen Umlauf vollziehen, der nur den Querschnitt 
/, einmal in positivem Sinne überschreitet, so können wir nieht mehr wie 


in der Abh. (S. 115) voraussetzen, dass die Schleifen s, für »+%k un- 


v 


geändert bleiben, sondern es werden sich, wenn k <; ist, die Schleifen 


FERN 


5 


verwandeln in 


is i 
$,8,8 $, 's, ’ 


$,8,8, 8; 


K 


ferner gehen s, und s, über in 


—1,—1 
8, $,8, $,) 


beziehungsweise s,s,s 
während die übrigen Schleifen 


$ı, “ * .. $._1s $;21s . . .. $_ 


ungeändert bleiben. Wenn dagegen 4 >i+1 ist, so verwandelt sich s, und s, in 


—] 


$,8,8, beziehungsweise s,8,8,87'8 


und die Schleifen 


DV 


s. für v = i+l, ii ki 


sehen über in 
8,8,8, 5) 8,8,8,8, 8, : 
die übrigen Schleifen bleiben wieder ungeändert. 

Wenn wir also die in der Abh. eingeführten Bezeichnungen fest- 
halten und jetzt durch ein vorgesetztes 9, dasjenige bezeichnen, worin 
eine Function von x beziehungsweise s übergeht, wenn die unabhängige 
Variable den Querschnitt /, für k=1, 2, ...., o einmal in positivem Sinne 
überschreitet, so erfahren die m Lösungen 


au 


va 
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von (E.), die linearen Substitutionen (vergl. Abh. S. 128) 





0... = E€£,,Uas (d=1,2,..., a) 
0 Pr 1 > (rk) v=k+l, k+2,...,i 
( 8.) u, = u, (1-8, Se u; sh 
» 1, 6+2 k—1 
Pan = Mel ed LET) 


wo jetzt die „Uebergangssubstitution“ der Differentialgleichung (A'.) 

e.= B> cr w,; (e=1,2..mv$%) 
einem Wege entspricht, der zwischen den singulären Punkten a, und a, 
ganz innerhalb der zerschnittenen z-Ebene verläuft. 

Wir hatten in der Nr. VIII der Abh., aus den Ergebnissen der in 
der Nr, VII (unter der stillschweigenden Voraussetzung, dass die Funda- 
mentalsubstitutionen der Differentialgleichung (A.) mit einander vertauschbar 
sind) durchgeführten Untersuchung den Schluss gezogen, dass die m Lösun- 
gen a,, von (E.) im allgemeinen linear unabhängig sind*). Da die «,, bei 
jedem geschlossenen Umlaufe von z in lineare homogene Functionen ihrer 
selbst übergehen und sich überall bestimmt verhalten, so können wir, wenn 


nur «u (<m) der «,, linear unabhängig sind, eine lineare Differentialgleichung 


uter Ordnung (E.) mit in z rationalen Üoeffieienten aufstellen, der die sämmt- 
lichen »,, genügen und die alle ihre Lösungen mit (E.) gemein hat. Die 
Differentialgleichung (E.) ist also in diesem Falle reductibel, und wir können 


die Differentialgleichung (E.) als diejenige ansehen, deren Eulersche Trans- 
formirte durch (A'.) dargestellt wird. 
Im Folgenden setzen wir (E.) als irreduetibel voraus. 


Il. 


Bedeutet A einen Integrationsweg, der sowohl die Integrale » von 
(A’.) als auch den Ausdruck 


(2) 


ungeändert lässt, der also jedenfalls die Gleichung 


hi. 5 D,(@-2)°", w)de = 0 


*) S. 127 der Abh., Zeile 15 v. u. lies y = —(l—.,) statt y = 1—&,. 
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befriedigt, so ist (vergl. Abh. S. 109) 


u= [ w(z—z)’'dı 
A 


eine Lösung von (E.). Differentiiren wir- dieselbe »-mal, indem wir unter 
dem Integralzeichen differentiiren, so kommt 


d’u 


= (E-1)(E—2)..(&-v) [ w(3-e) "de, 
dz’ a ee . 


und es ist folglich die vie Ableitung der Lösung u von (E.) eine Lösung der- 
jenigen Differentialgleichung mter Ordnung, die wir erhalten, wenn wir im 
(E.) an die Stelle von 5 setzen S—v. 

Wir wollen im Folgenden, wenn es sich als nöthig erweist, in die 
Bezeichnung der Differentialgleichung (E.) auch noch die Grösse & mit auf- 


nehmen, also statt (E.) schreiben 


du 
{ ru \ n . E‘ en m - | PEE m - 
(Ex) E.(u; 5) = Qula, 8) Gm 7 Qu(l2, S)u=V. 


Es lässt sich dann direet zeigen, dass die Differentialgleichung 
Pe . ae : ur dl | i 
(Er...) E. (U; a 1) u V,. 3, +] er 5% 0 2, a | I — () 
so beschaffen ist, dass die Ableitungen 
du 
(1.) Bu == 
e. dz 
ihrer Lösungen die Differentialgleichung (E:.) befriedigen. 
In der That folgt, wenn wir (E:..) nach z differentiiren und beachten, 
dass Q,(z, 5) zufolge der über die Differentialgleichung (A.) gemachten 
Voraussetzungen eine von 3 unabhängige Grösse ist, für U die Gleichung 


; n MU Mei = | a PU 
(2, 5) "10,418 S+Q, 3, S)| -—— () 


2 — x) 


dz' y—i) Luz fir ar dz’ 


() 


x m\ 


und diese ist mit (E;,,.) identisch, wie man mit Hülfe der Formel (vergl. 
Abh. 8.109, Gleichung (1.)) 

< f 4 EEE : ke u 5 

2) . 25 = (1 25 (Kay 

any N" J> 
sofort erkennen kann. 
Betrachtet man allgemein die Differentialgleichung 
(Er EU; &+v) = 0 
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wo v eine positive ganze Zahl bedeutet, so sind ihre Lösungen in der Form 


U = / w(s- a)" "dx 
N 
darstellbar, und die vten Ableitungen derselben genügen der Differential- 
gleichung (E:.), d.h. es ist 


Daraus folgt, dass alle Differentialgleichungen (K;.) und (E,.), in denen sich 5 
und n nur um eine ganze Zahl unterscheiden im Sinne von Riemann zur 
selben Klasse gehören. 

Von der T'hatsache ausgehend, dass die m Integrale a,, ein Funda- 
mentalsystem von (E;.) darstellen, kann man dies auch aus den Formeln 
(5.) erschliessen. 

In der 'That haben zunächst die Differentialgleichungen (E;.) für 
jeden Werth von & nur die singulären Stellen 


d,. d,, . . °. d,, x, 


Die Substitutionen (/.), welche das Fundamentalsystem a, von (E;.) er- 
fährt, wenn z Umläufe um diese singulären Stellen beschreibt, bleiben un- 
geändert, wenn man $ um ganze Zahlen vermehrt oder vermindert, da sie 
das & nur in der Form 


eu ul De 


enthalten. Da (E:;.) überdies zur Fuchsschen Klasse gehört, so folgt hieraus 
die Richtigkeit unserer Behauptung. 

Die Beziehung zwischen den abhängigen Variablen der Differential- 
gleichungen (E:.) und (E:,,.) kann man auch leicht in der Form darstellen, 
dass U dureh # und seine Ableitungen ausgedrückt erscheint. Es ist näm- 


\ 


lich nach (1.) 


/ 


de—iu d" U 


ze da" 
also mit hücksieht auf die Differentialgleichung (E;,,.), wenn man den 
constanten Factor —Q,(z, S+1) unterdrückt, 


dr—lu I d- u 


3) U= Q.% +1 +9... s+1 ++0,@ s+l)a 


/ dz" / dz"- ). 
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II. 
Gehen wir statt von der Differentialgleichung (A.) von einer Difte- 
rentialgleichung (B.) aus, die mit (A.) im Sinne von Herrn Poincare*) zur 
selben Art (espece) gehört, d, h. deren abhängige Variable in der Form 


l 


| dy | d' 
a | 
oy ' dx de! 


y 


darstellbar ist, wo ru. fa cur beliebige rationale Funetionen von 


m—1 
bedeuten, so gehören, wie leicht einzusehen ist, auch die adjungirten Ditte- 
rentialgleichungen (A) und (B.) von (A.) und (B.) zur selben Art, d. h. 
die abhängige Variable w von (B‘.) wird in der Form 


i | dw _ | dr iv 
1a vD= wg 7 TIn-1 


| dx da"! 


darstellbar sein, wo auch die q,. 9. .--. 9._, rationale Funetionen von x 
bedeuten. 
Wir fragen nun, wie müssen diese rationalen Funetionen beschaffen 


y 


sein, damit auch die Differentialgleichung (E.), 


deren Eulersche T'ransformirte 


(A'.) ist, mit der Differentialgleichung 
(F.) F,(u) — (), 


deren Eulersche Transformirte (B‘.) ist, zur selben Art gehört. Es handelt 
sich dann um die Untersuchung der Ausdrücke 
/w(z — ce)" "de, 
(1) 

wo ww durch die Gleichung (1.) gegeben und die Differenz 7—S eine posi- 
tive ganze Zahl ist. 

Wir setzen der Einfachheit wegen voraus, dass die rationalen Fune- 
tionen gu. is * ++, (m von z unabhängig sind. Bezeichnen wir dann die 
den w,, entsprechenden Integrale von (B.) durch w,,, so dass also 


m | dw. , d”-1go,, 
„= W.t6 -t+o+g,_ 
N 9 Mt7T Int der 
ist, und setzen 
1, = / wu(s-e)""de, 
.S - 


*) Acta Mathematica Bd.5, S.212. In seiner Abhandlung (Sitzungsberichte der 
Berliner Akademie 1888, II, S. 1275) bezeichnet Herr Fuchs zwei in diesem Sinne zur 
selben Art gehörige Differentialgleichungen als zur selben Klasse gehörige. Wir behalten 
für den Klassenbegriff die (engere) Riemannsche Definition bei. 


20) * 
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so befriedigen diese Ausdrücke bei geeigneter Wahl von n die Differential- 
gleichung (F.), und es werden die Substitutionen, welche die ı,, bei Um- 
läufen von z um die Punkte 


d,, d>, D . .. Ad, 


erleiden, mit den entsprechenden Substitutionen der u,, übereinstimmen, wenn 
1) die Differentialgleichungen (A) und (B.) nicht nur zur selben 
Art, sondern auch zur selben Klasse gehören, und 
2) die den Integralen von (A'.) 


Ib (ae a, +. ii a 3 


"va i 


(vergl. Abh. 8. 112) entsprechenden Integrale w,, von (B‘.) in der Um- 
sebung von 2=a, auch regulär sind. 

In diesem Falle lässt sich nämlich zunächst jedes über einen be- 
liebigen geschlossenen Weg 4, der den zu Beginn der Nr. II erwähnten 
Bedingungen Genüge leistet, erstreckte Integral 


/w z— e)"'dx 
/ 
aus Integralen, die über die Schleifen s,, s). $, .... s, erstreckt sind, zu- 
sammensetzen. Das wäre nicht möglich, wenn (B’.) mit (A’.) nicht zur 
selben Klasse, sondern nur zur selben Art gehörte; denn dann besässe (B‘.) 
ausser den 
a a 

noch andere wesentlich singuläre Stellen (im Sinne von Herrn Fuchs*)), in 
denen das allgemeine Integral w von (B‘.) zwar eindeutig aber wie eine 
rationale Funetion unendlich wäre; es wäre also im allgemeinen das Integral 


/ w(e-e)""de, 


erstreckt längs eines geschlossenen Weges der einen dieser Unendlichkeits- 
punkte umschliesst, nieht gleich Null. Wenn dagegen (B.) und (A) zur 


selben Klasse gehören, so ist das Auftreten solcher Unendlichkeitsstellen 
ausgeschlossen. 


Ferner sind, wenn die Bedingungen 1), 2) erfüllt sind, die Ueber- 
gangssubstitutionen, welche die Integralsysteme 


ie, 


7 


D;.» v,, (; nn — II EFF IEeB m) 


Dieses Journal Bd. 68. 8. 378. 
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mit einander verknüpfen, dieselben wie die für die entsprechenden Lösungen 
von (A..) bestehenden, so dass also in der T'hat die Formeln (?.) auch die 
Aenderungen der u,, bei Umläufen von z wiedergeben. Da endlich die 
singulären Stellen der u,;, keine anderen sein können wie die 


d,, d,, . . .. Ad, ._+ 


=) 


so bilden die u, 


177 


ein Functionssystem, welches mit dem Funetionssysteme 
ı;, zu derselben Klasse (im Sinne von Riemann) gehört. 

Im allgemeinen wird die Differentialgleichung (B'.) neben den wesent- 
lichen singulären Stellen a, @, .... a, ©, noch gewisse ausserwesentliche 
singuläre Stellen*) 5. b,, ..., b, besitzen können; (für (A.) und (A’.) hatten 
wir in der Abh. durch die den singulären Stellen auferlegten Bedingungen 
das Auftreten von ausserwesentlich singulären Stellen ausgeschlossen). Der 
Coefficient der mten Ableitung in (B‘.) wird also im allgemeinen von 
höherem als dem mten Grade, sagen wir vom Grade m > m sein. Ent- 
sprechend wird dann (Abh. Nr. IV) die Differentialgleichung (F.), deren 
Eulersche Transformirte (B’.) ist, von der mten Ordnung und in den u,, für 
n der Werth &<+m—m zu nehmen sein. 

Die m Integrale ı,, von (F.) sind so beschaffen, dass sie sich bei 
jedem Umlaufe von z in lineare homogene Funectionen ihrer selbst ver- 
wandeln; sie befriedigen folglich eine lineare Differentialgleichung mter 
Ordnung der Fuchsschen Klasse 


(F.) FAu) = UV, 


deren sämmtliche Integrale auch der Gleichung (F.) genügen. Die linke 
Seite von (F.) ist demnach in der Eorm 
F(u) = GF.(wW 

darstellbar, wo @ einen linearen Differentialausdruck von der Ordnung m—m 
und mit in z rationalen Coeffieienten bedeutet. D.h. in diesem Falle ist 
(F.) reductibel, und wir können statt (F.) die Differentialgleichung (F.) als 
diejenige ansehen, deren Eulersche Transformirte durch (B'.) dargestellt wird. 

Wenn die Bedingungen 1), 2) erfüllt sind, so gehört die Differential- 
gleichung (F.) mit (E.) zu derselben Klasse. 

Fälls die Bedingung 1) nicht erfüllt ist, so mögen b, (k=1,2,..., r) 


” Verel. Fuchs a.a.0. 
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die von den 


mE WE Fe 


verschiedenen wesentlichen singulären Stellen die Differentialgleichung (B'.) 
bedeuten; dann wird also das allgemeine Integral w von (B'.) in b, wie 
eine rationale Funetion unendlich. Die Differentialgleichung (F.), deren 
iulersche Transformirte dureh (B’.) gegeben wird, besitzt dann ausser den 
ıt,, noch Lösungen von der Form 


(2.) (w(s-e)" dx, (k=1,2,..., 7) 
er) 
wo wir durch (b,) andeuten, dass das Integral längs einer den Punkt b, 
umschlingenden einfachen Schleife, die ganz in der zerschnittenen x=-Ebene 
verläuft zu erstrecken ist. Wenn das Integral (2.) identisch verschwinden 
sollte, so müsste 


Res, ., [w(s—a)"] = 0 


sein, dann wäre aber im allgemeinen iv nicht mehr von z unabhängig. 
Offenbar ist (2.) gleich einem Ausdrucke von der Form 


(2°.) (3—b,)""*g,(2), 


wo y, eine positive ganze Zahl, g,(z) eine ganze rationale Function be- 
deutet. Dieses Integral von (F.) multiplieirt sich also bei einem Umlaufe 
um 5b, mit dem Factor &; es repräsentirt im allgemeinen mehrere, von 
einander unabhängige Lösungen von (F.); jede einzelne dieser Lösungen 
befriedigt aber eine homogene lineare Differentialgleichung erster Ordnung 
mit rationalen Coefficienten. 

Die Differentialgleichung (F.) ist also reductibel und zwar ist ihre 
linke Seite in der Form 

(3.) F,(u) = 86(u) 

darstellbar, wo %, © lineare Differentialausdrücke mit rationalen Coefficien- 
ten bedeuten, von denen ® so beschaffen ist, dass die Gleichung 


Ga) = 0 
durch die in der Form (2.) darstellbaren Lösungen von (F.) befriedigt wird. 
Die Integrale u,, von (F.) erleiden im allgemeinen eine Werthänderung, 
wenn z einen einfachen Umlauf um einen der Punkte 5, vollzieht; man 
kann diese Aenderung mit Hülfe der Formeln, die in der Abh. und in der 
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Nr. I dieser Notiz entwickelt sind, sofort hinschreiben, wenn man das Ver- 
halten der Integrale w,, von (B’.) in der Umgebung der Stellen 5b, kennt. 
Die Stellen b, sind also Verzweigungspunkte der Integrale von (F'.). 
Wenn auch die Bedingung 2) nicht erfüllt ist, so fallen einzelne 
der Punkte 5, mit den Punkten «a,, @, ..., 4, zusammen. 


IV. 
Die Bedingungen 1), 2) sind offenbar erfüllt, wenn in der Beziehung 
dw d lyp 
(1. m = 0.%0-+4q4, WERBER ET 
\ ) L VE l 4; dr 4 ’ 1 dr 


die gu, 91: +++, Im-ı ganze rationale Functionen von x, mit von z unab- 
hängigen Coefficienten sind. Wir wollen in diesem besonderen Falle aus 
der als gegeben anzusehenden Beziehung (1.) die Beziehung zwischen der 


0 0’ 
18 10 


abhängigen Variablen 


u = /w 3—r)’ de 
4 


(E.) und der abhängigen Variablen 


== /w(z—ır dx 
1 


von (F.) abzuleiten suchen. Es möge sogar allgemeiner in dem Ausdrucke 
für u. dem n ein beliebiger von 5 um eine ganze Zahl verschiedener 


genügt u nicht mehr der Gleichung (F.) 


Werth beigelegt werden, dann 
sondern einer mit (F.) zu derselben Klasse «ehörigen Differentialglei- 
chung (F.). 

Sei v, der Grad der ganzen Function g,, dann ist nach Potenzen 
von 2—z entwickelt 


2 ()/-\ 
95% 


f a a x a B 
VE ‚T) Bi — j' A - )» or 1) 


also ergiebt sich, wenn wir (1.) mit (3— x)’ dx multiplieiren und auf einem 
r . . 
Wege 4’ integriren 


» m—1 'k get zZ » d* m 
/ \ r 1 > . x \ N _ \ „+ ] i 
/ w(s—-e)""de= 535 u 1 / d,r \5-8) dx. 
. k { i 1 . 


I 
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Durch partielle Integration finden wir aber für ein beliebiges 7: 


a” 
' dw Wo kl „ d’(g-- zn din 
/ s—- ze) de = / d> (—1) 
/ da (2 . y 7 0) ( ) dr‘ d.r‘“ —h—1 


+(—1) / ww 2 ((3—x)""|dr, 
/ 
wenn also / der zu Anfang der Nr. II ausgesprochenen Bedingung genügt 
(dies ist z. B. für die Doppelschleifen 
88,8, Te 
der Fall), so verschwindet das erste Integral auf der rechten Seite der 
obigen Gleichung, und wir erhalten 


"dw a . 2 
J da (»—-2)""de = -Ym—2%...(n-h) [ w(e—e)' . 
’ 4 
Es ist folglich 


j m—ı1 %% 3% ee. AN » 
/ re r - ; n+?—] RR N+ti—h ; ; ER ' 
/w(@-e)' ‚dx =s Z(-1) 3 a g (2) / w(s—2)" a | 7 
A \ im 7070 euere 
bezeichnen wir also den grössten Werth, den die ganze Zahl 

n—S+i—k (i ), ET DE 0, 1,... mol) 


anzunehmen vermag, durch » und setzen wie oben 


U = /w(s-z)'t"de, 
A 


so erhalten wir, wenn wir mit Hülfe der Differentialgleichung (E;,,.), der 
U genügt, die Ableitungen höherer als (m—1)-ter Ordnung von U weg- 
schaffen 
2) Smw@-z)'de = RÜ+RSH+-+R., 0, 
1 

wo die R,, R,,..., R,„_, rationale Functionen von 3 bedeuten, deren Nenner 
nur für @&, @&, ..., a, verschwinden können und die sich aus den 
9, (z), den Üoefficienten Q,(z, $+r) der Differentialgleichung (E:,,.) und 
deren Ableitungen in einfachster Weise zusammensetzen. Besonders zu be- 
merken ist, dass die R,, R,, ..., R,„_, von der speciellen Wahl des Inte- 
grationsweges /] unabhängig sind. 

Nun können wir durch wiederholte Anwendung der Formel (3.) der 
Nr. II, U und seine Ableitungen durch das entsprechende Integral von (E.) 


= [ w@-a)' de 
A 
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darstellen; dies in die Formel (2.) eingesetzt, liefert dann die explieite Dar- 
stellung von 


u = / w(a-z)""de 
A 
durch « und dessen m—1 erste Ableitungen, und damit die gesuchte Be- 


ziehung, die den Uebergang von (E.) zu (F.) vermittelt. 


F 


Mit Rücksicht auf die in der Nummer VI zu gebende Anwendung 
betrachten wir noch den besonderen Fall 


z 
f 


(3) w = gula)e, 
wo gu(x) eine ganze Function vom höchstens (o—1)-ten Grade bedeutet *). 
Es ist dann, wenn wir einfach 7 = 5 nehmen 


(0 t—1l)/ 


P L . o—] ch ‚ e 
u = / Id \2 zu 2)’ 1 de — P3 (— 1)° i 1 J \ ü ) 
A 


ol — 2)" de: 
i—l) (0- i—1)! J 

/ 
wenn wir also 


A 
setzen. so dass 
ö \£ ) l du 
/ (s—z)tc dr = 
w\|2 7 ir = n 
EN / (E+0—2)...(&+0—i—1) di 
A 1 
ist. so erhalten wir 
4) u = 3 -ym e _@ I uch 
nv Fa . (o—i—1)! (&+0—2)...($+0—i- 1) dx 
V. 


Wir betrachten den besonderen Fall wo (E.) die Tissot-Pochhammersche 
Differentialgleichung ist, und bedienen uns der in der Abh. (S. 119 ff.) ein- 
geführten Bezeichnungen. 

Denken wir uns z. B. in den Formeln der Nr. I, ö= 0 genommen, so 
haben wir für die Integrale 

Dt ae Me 


der Tissot-Pochhammerschen Differentialgleichung (E.), die Fundamentalsub- 
stitutionen (vgl. Abh. S. 129) 





du, — E££,%u; 
(1.) ; d,.u,, — u, — (1-8, )Un, 0 k+l ’ 
du, nn Un—ell—E,,)Uu- um=l, r 1) 


*) Vgl. hierzu Nekrassoff, Mathem. Annalen Bd. 38, S. 536, Pincherle, a. a. 0. S. 539. 
Journal für Mathematik Bd. CXVII. Heft 2. 2] 





Me 
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Aus dem blossen Anblicke derselben folgt ebenso wie aus den allgemeinen 
Erörterungen der Nr. III, dass wir Differentialgleichungen (E.) erhalten, 
die zu einer und derselben Klasse gehören, wenn wir die A, Par +++, Ans $ 
um ganze Zahlen vermehren oder vermindern. Multiplieiren wir ferner 

vw, = (2-a) (2 —4,)” Le Y- 
mit einer willkürlichen, von z unabhängigen ganzen rationalen Function 
g,(z), so genügen die 


[ Iol®) w,(3— 2) "de (k=1,2,..., m) 


Be 3 —ı—i 
EU’ °v 


ebenfalls einer Differentialgleichung mter Ordnung, die mit der «w, ent- 
sprechenden Tissot-Pochhammerschen Differentialgleichung (E.) zu derselben 
Klasse gehört. Das heisst: 

Bedeutet r(z) irgend eine rationale Function, die abgesehen von 
einer ganzzahligen Potenz von 3—x als Factor, von 3 unabhängig ist und 
nur für Punkte aus der Reihe a, @, ..., d„, 3, ©© unendlich wird, so be- 
friedigen die Ausdrücke 

Un = [ r(@)w,(3— 2) "de (k=1,2,..., m) 


2 
NS Me 


eine Differentialgleichung, die mit (E.), deren Lösungen die 


U. = / w,(3— x)" dx k=1,2,..,m) 


nr 
u Pe 
kKUOR VW 


sind, zu derselben Klasse gehört. 

Wenn die rationale Function r(z) noch in den von a, @,, ..., 4, 3, X 
verschiedenen Punkten 5b, (k=1,2,...,z) unendlich wird, so greifen die 
Bemerkungen, die wir am Schlusse der Nr. III gemacht haben, Platz. 

Die Fundamentalsubstitutionen (1.) lehren, dass das Fundamental- 
system #,, von (E.) die Eigenschaft hat, dass seine Gruppe von den in den 
Coeffiecienten von (E.) auftretenden Parametern a, @, ..., a, unabhängig 
ist. Nach dem Satze von Herrn Fuchs*) bestehen also Gleichungen von 
der Form 


(2.) 


dig 


dz—! L) 


Ol; 


du; 
k | k el 


- + + RR, 


r ((=1,2,..., m) 
od; 


*) Sitzungsberichte der Berliner Akademie 1888, II, S. 1279 ff. 
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wo die RW, R®,...., R@%, rationale Funetionen von z bedeuten. Dies 
lässt sich auch mit Hülfe der zu Beginn dieser Nummer gemachten Be- 
merkungen bestätigen, wenn man bedenkt, dass 

PAP* Ö 
Gr, 


im - DL ü Bi, er RT 
/ Nn(«-a) ı (3-e)"de = (1-P}) / I (z—a s— re) de 
„ i=1 = 


ca k . 
A A 


l 


ist, wo „/ eine der Doppelschleifen s;s,s;'s,;' bedeutet und 


ne 
Per 


9, für A+h A=PA—] 
gesetzt wurde. Aus (3.) folgt nämlich, dass die 
Ou; 
oa, 
eine Differentialgleichung mter Ordnung befriedigen, die mit (E.) zur selben 
Klasse gehört. 

Wenn die a. @, .... a„ von einander (und von z) unabhängire 
Variable sind, so besitzen die «, als Funetionen irgend eines «a, aufgefasst 
genau dieselben Eigenschaften wie als Functionen von z. Insbesondere 
bilden die «, ein Fundamentalsystem einer Tissot-Pochhammerschen Difteren- 
tialgleichung mit der unabhängigen Variablen a, und den singulären Punkten 

3, 4, k + h, 
d.h. die u, haben die Eigenschaft, dass sie als Functionen irgend einer der 
(Grössen 
(4.) Ben Mi Marien: MM 
aufgefasst bei Umläufen der unabhängigen Variablen lineare Substitutionen 
erfahren, deren Coefficienten von den sämmtlichen m-+1l Grössen (4.) unab- 
hängig sind. 

Die Differentialgleichung, der die Periodieitätsmoduln des hyper- 

elliptischen Integrals 


5.) | / j dr 


Y(x—a,)...(2--a,)(2—r) 
als Functionen von z Genüge leisten, geht aus der Differentialgleichung 
(E.) durch Speeialisirung hervor (vergl. Abh. S. 120). Für diese Differen- 
tialgleichung hat Herr Fuchs*) nachgewiesen, dass ein Fundamentalsystem 
derselben die eben für die a, hervorgehobene Eigenschaft besitzt. Die 
Untersuchung der Frage, wie weit die von Herrn Fuchs aus dieser Eigen- 


*) Sitzungsberichte der Berliner Akademie 1888, II. S. 1285fl.; vgl. 1591, 1. S. 16611. 
21* 
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schaft für die Periodieitätsmoduln gezogenen Folgerungen eine Uebertragung 
auf die Lösungen einer beliebigen Tissot- Pochhammerschen Differential- 
gleichung zulassen, behalten wir uns für eine spätere Gelegenheit vor. 
Hier wollen wir nur noch einige der von Herrn Fuchs für die Periodieitäts- 
moduln gegebene Sätze und Formeln mit Hülfe der in den Nrn. III, IV 
dargelegten Entwickelungen abzuleiten suchen. 


v1. 
Für den besonderen Fall 
= (r-a) "(2 —-0,)*...(2-a,)?=[P,(2))’?, m=0 (mod.2), 

u sich nach den Formeln der Abh. (S. 119) die Üoeffieienten von 
(E;.) in der Form 

NT ee 
setzt man hierin noch $=}, so erhält man die zuerst von Herrn Fuchs*) 
aufgestellte Differentialgleichung (E,.) für die Periodieitätsmoduln des hyper- 
elliptischen Integrals erster Gattung (5.) Nr. V. Für ein anderes zu der 
Irrationalität 


= Y,(e— - 4) (2 — -0,).. .(2— -a,)(2— x) 


gehöriges Integral, können wir nach unserem Verfahren die Differential- 
gleichung der Periodieiätsmoduln aufstellen, wenn der Integrand abgesehen 
von einer Potenz von z—x als Factor von z unabhängig ist. Aus dem 
Satze der Nr. V (8. 162) ergiebt sich ohne weiteres das Resultat: 

Die Periodieitätsmoduln eines Integrals erster Gattung 


" H(@)de 


y 


. . . m . . ie 
wo g(x) eine ganze rationale Function vom Grade —-—1 mit willkürlichen 


von z unabhängigen Üoeffiecienten bedeutet, genügen einer Differential- 
gleichung, die mit (E,.) zur selben Klasse gehört. Die Differentialgleichung, 
der die Periodieitätsmoduln eines Integrals zweiter Gattung genügen, ge- 
hört mit (E,.) zur selben Klasse, wenn der Integrand, abgesehen von einer 
Potenz von z—x als Factor von z unabhängig ist und die Unendlichkeits- 
stellen des Integrales mit Punkten aus der Reihe a,, a, ..., @,, 2, & 


übereinstimmen. 


*) Dieses Journal Bd. 71. 
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Dieser Satz ist ein besonderer Fall eines Satzes von Herrn Fuchs*). 
nach welchem die Periodieitätsmoduln des Integrales 


/ he dx 


s ’ 


wo r(z) eine rationale Function von z und x bedeutet, die nur für Wurzeln 
der Gleichung 


Ss => () 
unendlich wird, eine Differentialgleichung befriedigen, die mit (E,.) zu der- 


selben Art gehört. 
Hat man z. B. ein Normalintegral dritter Gattung 


/ dx 


. Du 7 
(z — b) $ 


so haben wir nach den Ergebnissen der Nr. III (S. 158) neben den Perio- 


r dx 
U = J (a b' 


dieitätsmoduln 
Ss 


noch das Integral 


ia J dx 


(z—b)s 
(b) 


zu betrachten. Die entsprechende Differentialgleichung (F.) ist dann von 
der (m+1)-ten Ordnung, und zwar ist bei der Darstellung (3.) Nr. III der 
linken Seite von (F.) der Differentialausdruck ®(u) von der ersten Ordnung. 
Diese Differentialgleichung (F.) ist von Herrn E. Ullrich**) aufgestellt und 
diseutirt worden. Für die Integrale 

U, U, G=1,2,...,m) 


derselben ist, wie man durch Aufstellung der entsprechenden Fundamental- 
substitution sofort übersieht, der Punkt e=b ein Verzweigungspunkt***), 

Die Beziehung, welche die abhängige Variable u der durch die Perio- 
dieitätsmoduln von 


f xdr 


s 


*) Sitzungsberichte der Berliner Akademie 1888, II, S. 1286 ft. 

**) Dissertation, Heidelberg 1884 „Die Periodieitätsmoduln der hyperelliptischen 
Normalintegrale dritter Gattung.“ 

***) Hiernach ist eine Bemerkung des Herrn Ullrich (a. a. 0. S. 11, Zeile 4 v. u. 
zu berichtigen. 
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erfüllten Differentialgleichung mit der abhängigen Variablen « von (E.,.) 
verknüpft, hat Herr Fuchs für m=2 und m=4 in explieiter Form auf- 
gestellt; wir wollen unter Anwendung der in der Nr. IV dargelegten Methode 
die betreffenden Formeln ableiten. 
Sei zunächst m =2, und nehmen wir wie üblich =0, u =1, so 
haben wir für (E,.) die Legendresche Differentialgleichung 
d’ 1 
(2-1): a +(22-—]1) vn +4u = 0, 
deren Lösungen in der Form 
dx 


U J Ta@-De-=) 
dargestellt sind. Da g,(@)= x sein soll, so haben wir (Nr. IV, S. 161) 
die Differentialgleichung für 
2 [ te 
; Yelz—1) 
zu bilden. Dieselbe lautet 


z( 1-9 d’ a 


—l1U=0. 
Wir haben also nach Gleichung 4) der Nr. IV 


u = zu—l: 
ferner ist 


u 
FRE Yo 
" da ' 
also 
du uw d’ u B* —1 A. 
dz da’ 22(3—1) 


d.h. wir finden *) 


dı 
u = z3u+23(3—1) - 


Für m =4 sei 


/ dr 
a), —-a)=wv(r), u= / - 
4 VYvla)@—x) 
wir finden zunächst für die Coeffieienten der Differentialgleichung (Ez.), der 


ut PiRET 7) dx 


3 Yv@) 


P,(xz) = (r-a,)(2 —-0,)(e — 


“) Vgl. Fuchs, dieses Journal, Bd. 83 8. 50 ff. 
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genügt, die Werthe 


a Be Due (z. 3% — _16_ u (2 e A) ze BITTE: 
Ö; vr 25 7 Zu 3 v2), Q; Se BE 7 Ma ‚v(\2), 02 °, 9 3Ww \2 
Er ] Ur - ’ | 
Q,(3, 3) = Ivy” ( Qu(2, 3)>=3 
so dass 
8 d’u 16 d’u du | 
( \ », x < ! x r 
-U= - v9) —r- —-Yy (3) —3U" (3 — ..Y%z)u 
N dz° > "NT ge ' dz > 


ist. Nach Gleichung (4.) Nr. IV ist aber 


’ dr du 
1 = / = — U+23 ——, 
3 YVv(@e)@—e) os 
wir finden also”) 
- .. du 16 4 d’u e d’u 
u = |3—-1y”(z)|u—3w (z) — v (2) —— —- — V(2 
[a-439°@) 3 Zr ar ar 


3erlin. 21. Februar 1896. 


Vgl. Fuchs, Sitzungsberichte der Berliner Akademie 1889, II. S. 716 
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Zur Theorie der adjungirten Differentialgleichung. 
(Von Paul Günther*)). 





u 
Stellt man in bekannter Weise (Fuchs, d. Journ. Bd. 66, S. 130) ein Fundamental- 
system der homogenen linearen Differentialgleichung nter Ordnung P(y) =0 in der Form 


» 


Y, — v, Y, gen Ö / ode, Br Yn = v /v, dx f- / On dx 


dar und setzt 


d 
m = 10,...di, A;(y) — N „ my) G=1,2,..., #) 
so ist, da P(y) = O durch das einzige Integral von 1 = (0 befriedigt wird, P=BA, 
wo B, einen linearen Differentialausdruck (n—1)- ter Ordnung bedeutet. on Fort- 
setzung dieser Schlussweise ergiebt sich die Darstellung (Fr obenius, d. Journ. Bd. 76, S. S. 264, 


Thome, ebenda S. 275ff. Bd. 96, 8 S. 197) P= A„A,-ı...A,. Setzt man nun 


Hu, In A; ‚de | u, N, N,,,d% PR = AnAsı-ı---A, 


A132... s=N 1... 2R) 
so folgt durch Addition der Gleichungen 
d BEE Io BF 
M.P, = — (MaPa)—MurrPır; rar) 
d.c nn—h-+]1 
d n—h 
MuP, = —- 3 MuPiar; 
dz Zu 
wodurch die Multiplicatoreigenschaft der M,. in Evidenz gesetzt ist. 

Die M,, gehen aus den y, hervor, indem man n,, ..., z, durch nz', ...,n' 
ersetzt, sie befriedigen folglich (vel. Frobenius. Thome, a. a. O.; Grünfeld, u Journal 
Bd. 98, S. 3331.) die Differentialgleichung P'(z) = 4' FR , wo 

d 
A; 1 — (N:3 Gel 2,0... 
@) = nm) 


gesetzt wurde. Diese Form des adjungirten Differentialausdruckes P'(z) lässt (Thome, 
Frobenius, a.a. 0.) die Reeiprocität mit P(y) am deutlichsten hervortreten. Beachtet 
man nun, dass (Fuchs, a. a. O., Frobenius, ds. Journ. Bd. 77 S. 256 unten) 
D(y,... Yu) == er — N,.+-Mas (, 41, 2, ...@) 
2. d u 
D(y,...Ya ı)D(y... Ya+ı)D(y,.. Ya.) .— de D(y,...%u 1»Ya+1)D(Y,... Ya) 
ist, so ergiebt sich sofort die bekannte Darstellung der M,, durch die y, 


M,. == D(y,---Yyı-ı, Yn+1+--Yn)D(Y,...Yn)" 

aus der bekanntlich u. a. hervorgeht, dass die M,. ein Fundamentalsystem von P'(z)=0 bil- 
den und eine lineare Substitution erfahren, wenn die y,...y„ durch ein anderes Fundamental- 
system von P(y) = ersetzt werden. Die Coefficienten von P’(z) = O sind also Deter- 
minanten-Quotienten, deren Zähler und Nenner sich bei dieser Aenderung der y,„ (und daher 
der M,,) mit demselben constanten Factor multiplieiren, und folglich nach dem Satze des 
Herrn Appell (Annales de l’Ecole Norm. Serie II, Bd. 10, S. 400) rational durch die Coef- 
ficienten von P(y) und deren Ableitungen ausdrückbar. 

In ähnlicher Weise kann man den Appellschen Satz auch anwenden, um zu 
zeigen, dass die n, Grössen D(y,...yı), wo Y,...y, eine beliebige Combination der y,...y. 
bedeutet (Fuchs, Sitzungsberichte 1888, II, S. 1115) eine lineare Differentialgleichung mit 
rationalen Coefficienten befriedigen. 


ns 


*) Aus nachgelassenen Notizen herausgegeben von Herrn Ludwig Schlesinger. 











Ueber Multiplication und Nichtverschwinden 
Dirichletscher Reihen‘). 


(Von Herrn F. Mertens in Wien.) 


FE: seien 


u A 52 
2 2 (2 
ir, 


7 ® (3 
RE ER: 1, 


Unbestimmte und man setze zur Abkürzung 


wu’ + tu) = U}. 


Die Glieder des Products der r Polynome 


UV) U“) U” 
haben alle die Gestalt 


u NE 


wo co, P, ..., & der Zahlenreihe 1, 2, ..., » angehören, und zerfallen in 
zwei Klassen, je nachdem das Produet der Stellenzeiger «, /, ..., & die 
Zahl » übersteigt oder nicht. 

In den Gliedern der zweiten Klasse kann das Product «@/...e nur 
eine der Zahlen 1, 2,...,» sein. Fasst man daher alle Glieder zusammen. 
in welchen dieses Product einen und denselben Werth hat. und setzt zu 
diesem Ende 

BY ud De Ce 
wo die Summe über alle Lösungen der Gleichung 


.) 


Ude. = m 


Miese Schrift ist eine verkürzte und mit einieen Aenderungen verbundene 
Wiedergabe des Inhalts zweier der kais. Akademie der Wissenschaften in Wien vor 
gelegten Aufsätze: „Ueber Däirichleische Reihen“. — „Ueber das Nichtverschwinden 
Dirichletscher Reihen mit reellen Gliedern*. Sitzunesb. Bd. UlV. December 1595. 
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in ganzen positiven Zahlen «, P, ..., & zu erstrecken ist, so wird die 
Summe der Glieder der zweiten Klasse 


= b+b+ +1. 
In den Gliedern der ersten Klasse muss wenigstens einer der Stellen- 


1 


zeiger @, ß, ..., & die in »” enthaltene grösste ganze Zahl v übersteigen. 
Bezeichnet demnach 3; die Summe aller Producte u”uP...u, in 
welchen unter den Stellenzeigern @, P, ..., & der öte der erste über v 
liegende ist, so vertheilen sich die Glieder der ersten Klasse genau unter 
die r Summen 


und man hat identisch 
(1.) UDUM.. UP? = bt ++ +4,48, +38,+- +23, 
Jedes Glied von 3, muss eine der Unbestimmten 
Bi ne 
als Factor enthalten. Alle Glieder, in welchen eine dieser Unbestimmten, 


u’, vorkommt. haben die Gestalt 


u) u) 


1 


u), u, 
wo 0, 0, ..., z die Zahlen 1, 2,..., r nach Auschluss von i bezeichnen, 
und gehen aus der Multiplieation von x“ mit allen Gliedern u" u”... u” 
des Produets 

P, = UPUP,.. Um 
hervor, in welchen 


n 
ab...e > 
m 


ist und überdies in dem Falle z>1 die ö—1 ersten unter den Stellen- 
zeigern a, b, ..., e die Zahl » nicht übersteigen. Bezeichnet demnach 
(p, q); die Summe aller Glieder von P,, in welchen 


p<ab..e—q 
ist und die i—1 ersten unter den Stellenzeigern a, b,...,e —v sind, und 


n, die grösste in —— enthaltene ganze Zahl, so ist (n,,n'"), der ÜCoefficient 


n 
k 
von a in 3, und man hat 


ı 


=; = u, (9,41, n YtWwr2(n, 42 "+ +’ (n,, n); 
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Setzt man noch zur Abkürzung 


tut st, 
so wird 
(2.) en, HE, 0, +slln,, n,_,), 
2. 
Es seien r Grössenreihen 
a) a ar. 
a A 


> ur et. 


mit folgenden zwei Eigenschaften gegeben: 


1. Für je zwei Zahlen p, gq, von welchen p = g ist, sei 


mod.(a”’ +aß}, + ta) <S PR 
wo G, eine gegebene Grösse und 4 eine gegebene unter der Einheit liegende 
nicht negative Zahl bezeichnen. 


2’, Es sei 


; 1:38 ) > u 
mod. al’ - > mod.as’ ++. z mod.a,”’ << (1+logn) ‘, 


wo e, gegeben ist. 
Der ersten Eigenschaft zufolge BEN jede der unendlichen Reihen 


DL OL... 


a) H1a}” + ta; 


Denn man hat, wenn zur PRORREANE 


| 1 | 
() | mr | () T' 
= a, + 1 at - a T, 
a, +ay), + +tal) = b, 
gesetzt wird, nach „- Abelschen Umformung 
E | | | | 
T=b, — ) +b,4 ( — = ) +. +b,: 
Par p+1l p+2- og 
und daher 
we Tr mod.b, | mod.b,;ı ‚ mod.b, 
ir | RN TER | 
= p(p+1) " P+DEP+?2) q 
Nach der Annahme wird demnach 
Rune T< G;p? Ä G;(p+1)’ | @g 


= peo+l) " Radar) ' Tg 
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es ist aber nach dem binomischen Satze 


1 I. ( Kira u 5 
PD TEE 

1 a zii 1 { ( 1 UNE 1 BEER ) 
ae 2 a E25 U Ei u 


und demzufolge 


6; l 
3. mod.T <-—  - —— : 
( ) u 1—4 wir 
Man setze nun in der Identität (1.) allgemein 
Ei; 
un = — Mn 
m 
und 
1 2 ’ 
= ZZ... ar, 


wo die Summe über alle Lösungen «, ?, ... e der Gleichung 
Ri... = 


in ganzen positiven Zahlen zu erstrecken ist. 
Es wird dann 


PYE (: 
und nach (3.) 


mod.s', < gr 


Nach (2.) folgt hieraus 


mod. SZ, <_ mod.s),.mod.(n,..., » ");+mod.s.,mod.(n,,., BR...) 


— v+1/i 
Gi; r—1 \ 
AHA (mod.(n,.., Ra"); +mod.(n,4, 2,4 +mod.(n,, %,._1):); 
da aber identisch 
n ,-t rn dt, = P;-0Q 
ist, wo Q einen gewissen Inbegriff von Gliedern des Products P, bezeichnet, 
so ergiebt sich nach Ersetzung jedes Gliedes von P,—Q durch seinen Modul 


mod.(n,, n,_,),+mod.(n,_., n,_.), ++ mod.(n, .., #"), <(1-+logn)“ 
und daher 


G,(1+logn) ‘ 


5 
mod. >, A-DA+rya 


Wo 


co, = e t&+'.+0&,—e.. 


/ Li 
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Wird demnach eine Grösse, deren Modul die Grenze g nicht über- 
steigt, kurz mit |g| bezeichnet und 


G, (1+logn)”'+G,(1+logn)”’ + ++ G,(1+logn)” 


1—1 en 
gesetzt, so ergiebt sich 
(4) UOU®,,Un = 0,+10,4149, 4-4 lea) ER 
c l a a is rn it \ 
Da 
| Pe 
(1-+»)' b 1—/ 
BN” 


ist und mit wachsendem » beliebig klein wird, so zeigt die vorstehende 


1—/ 
n 
Gleichung, dass das Produet der r Reihen 


a, + 1 a,’ - 1 a‘) FR 


ar+la?’+lal”’+--- 


(r) 


a +1; te 


+10; 


23 i 


dureh die Reihe 


dargestellt wird. 
Es ist noch von Interesse, eine obere Grenze für den Modul der 


Summe 
1 Bra NE 
tr Cat t+— 
p / pP + l fi g / 
zu ermitteln, wo p > 1 angenommen wird. 


Da nach (4.) 


ra) 170) Se ® ae : ' 
UDUR.. U = C+4 04-4104 ar 
U® U‘) U) u (‘ L Wa ne! | ( ı) H, 1 ! 
p—1 "Zum Bad p—1 . u u u. I pl u ’ r  # 
Z£ p — l+p.) 
l 1 


ist, wo q,,pı die in g’, (p—1)’ enthaltenen grössten ganzen Zahlen be- 
zeichnen, so folgt durch Subtraction 


‘_ To) .__T0) (2) 116) Wa MO) _IE NIT 176) WI. 
S = (UV _VO)UPUP... UN +(UP-UH,)UN, UD...UN- 
(r) Br‘ (1) I(2) I(r—1) ) H, ! ' ) 
+(UV U U SCHE | \ 1 aa ı$ = / 


l 


(1+q) 
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es ist aber nach (3.) 


mod.(U”— U, ,) < _. or 
und nach der Annahme 

mod. U”... U < (1+logg)”. 

mod. UP, U,”... U? < (1-+log @ . 


p—1 


Daher wird 


- G,(1+logg)"" +6, (1+logg)" ++ +G,(1 +logg)”” H, H,_: 
mod.S < ' z 5 4 TREHDEE PERL... 
(1-2) p'” | (1-+q,)' ' "app 
3H, 
(A+p) 
und demzufolge 
(5.) mod.S < 34, , 
P 
3. 
Es sei, über alle 'T'heiler d von m erstreckt. 
=C, = [(m) 
und 
14 44 2 : | >) 
HIHI IE) = 9, 
DS Eamm 1 
v(%) 1 + +r+r + E?’ 


= var) ea) 
- Me tt 6 


wo {& die grösste in z enthaltene ganze Zahl bezeichnet. Es ist damn 
identisch 


Y IN I) n’ x n’ | Y n \ 
0 = Cw(n )+ICw( > )+ n DRIN B\ )++ n: C, v(9;) 


= via) (C+40,446+--+-6,)+0-P 
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und nach (5.) 
1 L | Y | | l y ” u 
mod.( 5 A © RE i c,)- 2 
. 


n—+2 


ist, wofern g<n’, so wird der Abelschen Umformung 


ee a 
ne” n-+-] Car (47T) v5) 


2 | n \ A 
+( C,,- Ü wf \— | 
n+l 4 n-+2 /\P\n+2 f n ,)) 

zufolge 
m n” \ H,. 2.0 
mod.Q- 1-4 v( ar. Y\n) 
3; n 
H,.. (1 } log n) 
1 ) 
n 
Ferner ist 
I 
S\ Ei RER h+1 
h+l 
ER | l | 
3 hk+ı% 73 +1) 
| 
2h(h-+1) 
und demzufolge 
1 1 | 
0 << loo(h+1)\—-loch— ge ie : 
’ log h 1) k 5 h+] 2h 2h+2 


i ’ ; . u n“ 
Wird h=e, e+l, ..., n’—1 gesetzt und summirt, wo e die grösste in 


ik 


enthaltene ganze Zahl bezeichnet und kr» angenommen wird, so folgt 


n® PIE n“N\ l 
0 <LIog— vn )+w( Er 
da aber 
ih ; ww 
< 3 
k > nn k 
ist, so ergiebt sich 
ie n’ { n" k 
ok - . Fa rk . rl _ 
logk > leg — < logk-+log —;—, logk+ —;—, 
und man hat 
k / n”\ 
' look . — v(n)+ w \,>0O, 
o r n’—k 3 ) \ k / 





log k— vn‘) + ( 
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oder 
) n° 1,4 
logk— ven )+w( k ) =, M n—n \ 
Multiplieirt man mit z C, und erwägt, dass nach (9.) 
In .. Sn 
mod. - C, < 5; 
k r 


ist, so ergiebt die Summation von k=2bisk=n 


a ln 
LC,log2+40C,log3+ + B C,logn—P 


ei 1—1 1—4 H 
\ 5H, ! P* m > er r f vr r Si >H, ! 
= Ma 43 dd )-i 
ur 


Es wird also 
RE | \ 
Be AI Lion \ 
0 = wen IC, | AZ | un C.) 
(6 \ 9 } ) h 
\ u 1 \ 3H +(1 + log n)H, n ! 
1.72 L) . 9 Y © A | Y > } n oO n w 
10,log2—10,log3 „logn+ | Er \ 





n ' 
Diese Gleichung ist noch einer weiteren bemerkenswerthen Um- 
formung fähig. 


Es sei der Kürze halber 


} ‘ ' N | Aı 
La log2+La}”’log3+ + 5 a’logn = V}”, 
l (v) | (:) N N 8 N | (?) . ryv' 
a, logp+ — a, log(p+l)+--+—ay’logqg = T, 
i +1 q 
| | 1 Ä 
(i) ı () I Be a l 
a’ + ——- a) +. a = b, 
p P ’ p +1 p+1 + 4 m ı >) 
a a...a’logu, == ce" 


wo die Summe über alle Lösungen der Gleichung 


aß..e = m 


zu erstrecken und u, der öte der Stellenzeiger «, 9, .... & Ist. Man setze 


> 
in der Identität (1.) für ein bestimmtes 
(i) 


1 
zn (?) » 
u — a’ loom 
im m im be] 


und für alle von ö verschiedenen Stellenzeiger o, 0, 


1 a | 
uw = — a, eg 
m m 


(0) 
m 9 





Mertens, über Multiplication und Nichtverschwinden Dirichletscher Reihen. 


Es wird dann 


a Bi 
„= 


n m 3 
| | ) | > 
mod.ay”’logl1+4mod.as”’log2+---+ „ mod.a, logn < logn(l+logn)', 


T = b,logg -b,_,(logg—-log(g—-1))— -—b,(log(p+1)—logp) 
und daher nach (3.) 
mod.T — mod.b,.loggq + mod.b,_, (logg—-log(g—1))+--- 
++ mod.b,(log(p+1)—logp) 
6,1 (logg+logg-logg—1)+--+log(p+1)-Iogp) 
1-2 pi 
” 2G,logg 
But Sc came 
Hieraus folgt nach (2.) 


Oo 
L; 


2G,logn 
(1-4)(14»)' 
und für jedes von ö verschiedene 4 


mod. 2, < -(1+logn 


u i G, logn 
mod.2, < 


> (dl-A)(l+v) 


-(l1+logn) ‘. 
Es wird somit 


u | (| H,loen |. i@,logn(l1+loen)” ) 
( 0) (0 rY ) 7 ver) vet) j rei) ' n - L; - | - J 
iy U,‘ U} us ® Ü y Ki C 4 i 3 C; + nr ä ( z % / y 


„AI A-A)A+N)) 
Da 
C’+ C + ar + 0 ) Ü, log m 


ist, so ergiebt die Summation der vorstehenden Gleichung über alle Werthe 
1, 2, ..., r voni 
| vr umu».. Ur +VPUPUP.. UN +..+VO UP UN... Ur 


(1.) | cl \(r+1)H,loen 
(vv i 


= 10,log2+46C,log3+-- + 


n 
Mit Hülfe von (4.) und (7.) geht die Gleichung (6.) in 
= va)UM UP... Ur —- VO UP... Ur—-...- -Vr UP... Ur-» 


(8, | ((w(n®) +H(r-+1)log(n-+3)H,+(1+logn) H ' 


ut, a 
' | 1—) | 


[7 





‘ 


über. 


Wenn die Grössen a‘) den Bedingungen genügen, dass 


Mm 


rd, f@), IQ), 
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nicht negativ sind, insbesondere aber f(1)=1 ist, und dass zwei von den 
Polynomen UP, UP, ..., UP, etwa U und UP, für jedes » denselben 
Modul A, haben, so sind die Summen der unendlichen Reihen 
a’d+ta+ta) +, 
a +4” +Llaf”+--- 
von Null verschieden. 
Denn man hat 


wa) < 1+2logn, 


| G, 
100.U < —— 
mod.U, < 725 
und daher, wenn zur Abkürzung 
G,G,. San -K 
(1-1 


gesetzt wird, 
mod. w(n) UN UN... U <= K(1+2logn)R;. 
Ferner wird 


vo - IP TORE R OH WERE . a‘ \(log2 log 1) 


RE, el 


ta +44... + 10) (log3-10g2) 


-+ 


neh a‘) (logn —log(r—1)) 
und daher der ERS 


log(k+1)-logk < y 


ru wr 
I 


2(k 
zufolge nach (3.) 


1 


er en f 
möd.h. <z —A) (> + pe N) 


n\ 
Er Die 
Br ET, 
Hieraus folgt, da @, = @, angenommen werden darf, 
} | - B@GKÄK 
VIOTOM) Te < Pe; 
U Bd TE RER di) R,, 
a | - BGK 
’OUDU®,,, vr) < 
mod. VUN UM... UNS 201,8 ns 
7(3 1 >) er 5K p) 
mod. VA UV UP... UN < -—R; 


an —ı) 
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Wird daher zur Abkürzung 


== ; ar — 2) N 
= K(14 2logn- 13) ) 
5G,K 
i ai 1-0 


gesetzt, so folgt aus (8.) 
(4-+(r4 3)loger)H„+(1+Jlogn) H,. 


I , 


1 < a,R,+2bR, + 


n 


Man ermittele nun eine möglichst kleine Zahl s, welche den Be- 
dingungen 
(4+(r + 3)logs) A, + (1 +logs)H,. 1 
1—4 .) 


s 


b G, 4 | b 
4 


a." (DAX 4S) 2 a, 35,3 
genügt. Es wird dann 


a,R.+2bR, >| 


also auch 


b l b’ 
RA | * 
a 3, 
Da aber nach (3.) 
A G 
R,= R+: Er 
(1—/)(1 T S) R ) 
ist, wenn n > s, so wird von n = san 
l b’ 
A > 4 F — 
IST 20, di 


4. 

Die Reihen, welche bei dem Dirichletschen Beweise für das Vor- 
kommen von unendlich vielen Primzahlen in einer arithmetischen Progression 
Mt+N zur Anwendung gelangen, erfüllen (für oe = 0) die in den Abschnitten 
2 und 3 geforderten Bedingungen, wenn — nach der Bezeiehnung von 
Dirichlet — die divergente keihe Z, ausgeschlossen wird. Man braucht 
nur, um sich hievon zu überzeugen, unter a‘ das Produet von Einheits- 
wurzeln‘ dessen sich Dirichlet zur Isolirung der Primzahlen von der Form 
Mt-+-N bedient, oder die Null zu verstehen, je nachdem m zu M theiler- 
tremd ist oder nicht. 








180 Mertens, über Multiplication und Nichtverschwinden Dirichletscher Reihen. 


Es wird dann 
,»=0 @G=4y(M) r=y(M)-1 e=1 
Die Grössen 
ra), I@), FB)... 
sind hier nicht negative ganze Zahlen und es ist f(1) 
f(m,m,) = f(m,), 
wenn m, in einer Potenz von M aufgeht und m, zu M theilerfremd ist, und 
f(mım,) = f(m,)f(m,), 
wenn m,, m, zu einander und zu M theilerfremd sind. Man braucht also 
nur für eine zu M theilerfremde Primzahlpotenz gq” zu zeigen, dass f(q") — 0 ist. 
Ist « die kleinste positive Zahl, für welche der Ausdruck 
Hay" Ha) ++ (0”)° 
von Null verschieden ausfällt, so sind 1, a, a{”, ..., «te Einheitswurzeln 
und man hat, wofern « > 1 ist, für jede unter « liegende positive Zahl % 


(1)\k (2)NK | ri __ 
1+(a, Y+la ++) = 0. 
Ist daher »& eine primitive «te Einheitswurzel und giebt A, an, wie viele 


unter den Grössen 1, a\, a”, ... mit »“ zusammenfallen, so hat man von 
k=1bs k=u—l1 


l. Denn man hat 


I 


+hw+ho’ +. +h, we = 0 
und für k= 0 
W+htho+-+h,-n 1. 
Hieraus folgt 


l+r 
h, — h, = ve. h,. | = 
u 
und dies gilt auch noch für « = 1. Demzufolge ist 


1 
| — ((1-z)(1—-wz)(l1—-w’z)...(1—-w'3)) 
A—3)1-a"z)...(1-al)z ((1-2)( ) )( )) 


=” uN\ - iv 
— (1-3#) 


und f(g') muss als Coeffieient von 3” in der Entwiekelung dieses Ausdrucks 
eine ganze nicht negative Zahl sein. 

Gelangen nun bei der Bildung von a,’ imaginäre Eimheitswurzeln 
zur Verwendung und ist a) conjugirt zu a\), so haben U und U” den- 
selben Modul. Es kann also keine der Reihen 


1 
aaa 


2 2 2 
ar +La?+Lla”+-- 
verschwinden. 
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Das Niehtversehwinden der Reihen mit reellen Gliedern bedarf eines 
besonderen Beweises. 


Es sei 
ar’ +la’+la’ + 


eine der in dem Dirichletschen Beweise vorkommenden Reihen, in welchen 
zur Bildung von aY) nur die Wurzeln +1 und —1 verwendet werden. 
Man setze, über alle T'heiler d von m erstreckt, 


Zay’ = F(m) 
und 
F(i) F(2) F(n’' 
0 — (1) | 1... I (n‘) 
y1 y2 Yn? 
(r) {r) (r) 
a a» . An 
R = = -- . + ...4 
yl y2 yn 
N 3 1 int 
w(2) — 1+ + = = u u 
y2 Y» Ys 
(r) / e.; (r) 2 (r) 2 
d2 IN nn \ f a; IX n ' A, IN nn \ 
Po (wen — W ))+ (var-w(&)) ++ (vw) y 
y2 y(m‘) v5, v3 pin )—yY a yyFr 7 P\m) »(=-)) 


(r) ) 2 


7 . (7 (r) 2 
a +1 % An+?2 4 n Ayn n” 
0= ey )+ Fey —) ++ v(), 

Yrn-+l nl Yn+2 nz rn oc 


wo £ die grösste in z enthaltene ganze Zahl bezeichnet. Es wird dann 


(r) MN (r) 2 () n\ 
| Br a w( ’ u a, w( n + Ay w( 3) 
(9.) yl \2 ur Yan 
| — Rw(n)—-P+VQ. 
Da 
ı 'm— —] l 

2Y/m—2Ym—1° = — de — = 
ym Ym(yYm--Ym-]) Ym(ym+Ym-—]1) 
ne ee (Fe — es) 
mym 7 N ym Ym+1/ 


ist, so ergiebt sich, wenn m =a+l, a+2, .... b gesetzt und summirt wird, 


7 l lı _ 2+y2 
(10.) 0 < 2Yb-2Ya-— _ Een N or 
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2 


Hieraus folgt, wenn k = n und & die grösste in rn enthaltene ganze Zahl ist, | | 
0 < 2n -21e-ya@)+r()< Rn u = -Vk; 
Ve+l . 
setzt man aber 
n = ke-+y, 

so wird 

\ le ? in 

k Yk(n+Yke) IM 


und demzufolge 


Ik > . 2119 
I. 2n m 
n a Zn Yk y (n JA „ | Ei N } k 
oder 
FE _$2+Y2),, 
2n— pn )+Y % )E I rk- 
cn = RER oe ; 
Multiplieirt man diese Gleichung mit 7 und summirt von k=1bis k=n, 
Y# 
so folgt 
2nR-2naU"”—P = !2+Y2 


Nach (9.) ist demnach 
9 = 2nU—(2n— vn ))R+Q+]2 +12). 
Da ferner der Zahlenwerth der Summe 
r r) ' r 
a + + al? 
nie die Grenze 4y(M) überschreitet und sowohl die Grössen 
l | | 


® i ee 
Y2 5 yn 
als auch die Grössen 
n“ l n” | mn 
w(- ): w( ee, \ 2 
Yn-+1 .n+1 Yn+2 ın+2/ nn n? - 


eine abnehmende Reihe bilden, so ist nach der Abelschen Umformung 
h= pl I 


l N \y(Mw(n)ı 
3 1. (M)- Wi = S . 
( 3 F\ ) \n+] ‘ („+1 ) 2m |? 
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nach (10.) ist aber für b=n»’ und a=0 und für b=r und «= 
2n—-w(n’) = !2+Y2|, 
2/n—-w{n) >. 
und demzufolge 
(2n—yw(n))R = \(I-+4V2)p(M)). 
0 = pam). 
Hiernach wird 
(11.) 9 = 2nU +2 +1V2)p(M)+2+Y2). 
Keine der Zahlen 
F(1), F(2), FO), 
kann negativ sein. Ist nämlich , ein 'Theiler einer Potenz von M und 
m, zu M theilerfremd, so ist 
F(m,m,) = F(m,). 
Sind m,, m, zu einander und zu M theilerfremd, so ist 
F(m,m,) = F(m,)F(m,). 
Ist aber g” eine zu M theilerfremde Primzahlpotenz, so ist #(q") der Coef- 
fieient von 3” in der Entwickelung des Ausdruckes 
1 
AU-t-E " 
welcher nur einen der Werthe 


| | 
(1— 2)’ ’ 1-:° 


haben kann. Insbesondere ist daher für eine gerade Potenz von q immer 
FW 1 
und also auch für jede Quadratzahl 


- 


F®)> 1. 


Demzufolge ist 


und es folgt aus (11.) 
un — logn _ @+43V2)gC(M)+2+YV2 


In In 
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Bestimmt man also s so, dass 
Llogs = 2+12+(3+4YV2)y(M) 
wird, und erwägt, dass nach der Abelschen Umformung 


va_un _ IM) ı 


3 
ist, wenn » >s, so wird von »n=s an 
Um Ur _ q (M) 
n ei $ 2s 

_ dogs _ 2+y2+(3+312)4(M) 

ir 25 

_  Jogs 

4s 

6. 


Die Sätze der Abschnitte 2 und 3 sind, wie ich in dem ersten der 
angezogenen Aufsätze gezeigt habe, auch auf die unendlichen Reihen an- 
wendbar, welche bei dem Beweise des Dirichletschen Satzes gebraucht 
werden, dass jede eigentlich primitive binäre quadratische Form von nicht 
quadratischer Determinante unendlich viele Primzahlen von zulässiger 
Linearform darstellt. 








Ueber eine Anwendung der Theorie 
der linearen Differentialgleichungen auf lineare 
Difterentialgleichungen zweiter Ordnung. 


(Von Herrn L. W. Thome in Greifswald.) 


Die nachstehende Abhandlung behandelt lineare Differentialgleichun- 


sen zweiter Ordnung mit rationalen Coeffieienten. Es wird die Untersuchung. 
ob der Differentialausdruck durch ein System normaler Differentialausdrücke 
sich darstellen lässt und welches diese Darstellung ist, vollständig durch- 
geführt. Sodann wird die Integration solcher Differentialgleichungen im 
Zusammenhange auseinandergesetzt. Hierbei ist die Abhandlung des Ver- 
fassers Bd. 96 dieses Journals zu Grunde gelegt; bei nicht homogenen der- 
artigen Differentialgleichungen soll über den zweiten Theil der Differential- 
sleichung die Voraussetzung gemacht werden, die in der Abhandlung des 
Verfassers Bd. 107 dieses Journals vorkommt. 

In dieser Abhandlung werden zugleich in Nr. 2III, Nr. 31, Nr. 41, 
Nr.5V in Bezug auf lineare Differentialgleichungen beliebiger Ordnung, 
deren Differentialausdruck durch ein System normaler Differentialausdrücke 
darstellbar ist, weitere Untersuchungen vorgenommen, von denen die in 
Nr. 3I enthaltene sich auf die Durchführung dieser Darstellung selbst be- 
zieht, und wesentlich zur Vereinfachung des in Abhandlung Bd. 96 an- 
gegebenen Verfahrens dient. 


5 


Definition der hier untersuchten homogenen linearen Differentialrleicehunren 
Die vorgelegte Differentialgleichung mit rationalen Coeffieienten sei 


d’y dy 
8 ii ) - in IE) 2 ), 
( ) da’ P: de ' P»Y 
Der Differentialausdruck in (1.) sei durch F,(y, x) bezeichnet. Es ist zu 
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ermitteln, ob F;(y, x) durch ein System I 

2. "wm on © f 
darstellbar ist, wo f(” und f“” homogene lineare Differentialausdrücke 2 
erster Ordnung mit rationalen Coeffieienten sind. Der Coeffieient der höchsten | 
Ableitung in den linearen Differentialausdrücken wird gleich 1 gesetzt. | 


Kin soleher Differentialausdruck erster Ordnung ist immer ein normaler d.h. 
derselbe ist unter der Form e”&(e""y, x) darstellbar, wo D(y, x) ein regu- 
lärer Differentialausdruck (?=0 hat nur reguläre Integrale), die Grösse 
W in dem determinirenden Factor e"” gleich Null oder eine rationale 
Funetion ist, die in Partialbrüche zerlegt zum absoluten Gliede Null hat. 


ee ee \ A 41) 
Der determinirende Factor in f'? sei e” und es werde 


7 -wÜ)n (1) 
3.) er" Fe" ”y, z)= 0 


« 


betrachtet. Diese Differentialgleichung enthält das Integral der regulären 
Ditterentialgleichung 


AN WC) p a) 
(4.) EI EFF ae) ld; 


\ "4 


Daher ist bei jedem Punkte im Endlichen und bei x = x der charakteristische 
Index in (3.) kleiner als die Ordnung 2. Der determinirende Factor in f® 
(2) “r . 
", Der Differentialausdruck 


wo) pn /7,w@® Br, 
e F;(e Y, 7) 


sei e@ 


u 
.) 
“>. 
\ 


u | 


ist dem Systeme gleich 


/EN „#2 Aı)/,wO) Wi we), WO), u 
d.) e f (e nee © f(e $, X). 


In e"f®(e"”s, x) ist der charakteristische Index bei jedem Punkte im 
Endlichen und bei =» gleich Null, in e"”f’(e"”y, x) gleich oder 
kleiner als die Ordnung 1. Der charakteristische Index des Systemes (6.) 
ist bei jedem Punkte gleich der Summe der charakteristischen Indices der 
Bestandtheile. Also ist derselbe auch in (5.) bei jedem Punkte kleiner als 
die Ordnung 2. Es ist mithin die rationale Function W, die in Partial- 
brüche zerlegt, zum absoluten Gliede Null hat, der Bedingung gemäss zu 
bestimmen, dass in 


kr 


1.) e"Fıfe"y, ®) 


bei jedem Punkte der charakteristische Index kleiner als die Ordnung 2 
wird. Wenn W in Partialbrüche zerlegt ist, so sei bei einem beliebigen 
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Punkte e = a oder ze = x durch w der 'T'heil bezeichnet, welcher die Glieder, 
die in diesem Punkte unendlich werden, enthält, bezüglich »=0. Dann 
stimmen in e”"F;,(e”y, &)=(0 und in e””F;(e”y, x) = bei diesem Punkte 
der charakteristische Index und die Exponentengleichung überein. «w kann 
nur bei einem singulären Punkte von F;(y, x) = 0 von Null verschieden sein. 

Es sind daher bei jedem singulären Punkte von F;(y, x) = die 
Grössen e” aufzustellen, wo » gleich Null oder von der Form 


n 


5c_,(2-a)”, bezüglich Yea bei ce=x 
i 


1 
i 


ist, so dass in e”F,(e”y, 2) =0 der charakteristische Index kleiner als die 
Ordnung 2 wird. Diese Grössen e” sind die fundamentalen determinirenden 
Factoren bei diesem Punkte. 

Ein Produet von fundamentalen determinirenden Factoren bei den 
singulären Punkten von F;(y,2)=0, wobei auf jeden singulären Punkt 


einer dieser Factoren kommt, liefert dann jede Grösse e", so dass in (7.) 
bei jedem Punkte der charakteristische Index kleiner als die Ordnung 2 
wird. (Vergl. Abhandl. Bd. 96 Nr. 5). 


\ J 


2. 
Ermittelung der fundamentalen determinirenden Factoren. 


Bei einem singulären Punkte z=a (im Endlichen) von F,(y, x) 
sollen die in Nr. 1 definirten fundamentalen determinirenden Factoren e 
ermittelt werden. Der charakteristische Index bei diesem Punkte sei h. Die 
Aufsuchung der fundamentalen determinirenden Factoren geschieht nach Abh. 
Bd. 96 Nr. 4. 

. i=VUV, 

Bei A=0 ist nur der fundamentale determinirende Factor e' = 
vorhanden. Die zugehörige Exponentengleichung in e””F,(e"y, x) = ist 


(1.) r(r—1)+[pı(2-a)|.-.r+lp(z—a)),-,=d. 
Es sei jetzt h>V\. 
Dann wird m = z gesetzt, und es ist 
‚ de“ 1A dz 
(2.) A, =e” = A, =3, A= sA, F- u u Ir 


da" ' dx 











188 Thome, über lineare Differentialgleichungen zweiter Ordnung. 





Der Ausdruck e””F;(e”y, x) wird folgender 


A dy | 

dx? rad, de +4 
(3.) | | 

rPı +A,p: | 
+ Ps 
Die Differentialgleichung e”"F;(e”y, x) = 0 ist also 
. a "OR dz = 
4.) RE +(223+p,) Em +(2 +pP,2+Pp:+ )y =WV. 
ii A=1. 


a) Der fundamentale determinirende Factor e' = 1. Die zugehörige 
KExponentengleichung ist 


(8.) r+| u (@-a)| =, 


), =4 
b) Der fundamentale determinirende Factor 


N 
\-n 


e, ww = Zc_ 2-0)". 
1 


Nach Abh. Bd. 96 Nr. 41 wird der dortige Ausdruck (2.) hier 


(6.) 2 Pı, 


u dw . . = e 
aus welchem für z = > die höchste Potenz von (e—a)"' und die n—1 
niedigeren, die in den Summanden z, p, vorkommen, ausfallen müssen. Der 
Theil in der Entwickelung von p, nach Potenzen von z-a, der die 


' mit Exponenten — 2 enthält, sei durch P, bezeichnet, 


Potenzen von (2—a)” 
so wird durch 


dw 
(7N P 2 u Zr 
4) ! n dx 


die Grösse w gegeben. Der charakteristische Index in e””F,(e”y, x) = 0 
wird um 1 niedriger als die Ordnung 2. Die zugehörige Exponenten- 
gleichung ergiebt sich aus (4.) für z3= —P,. Der Theil in der Entwickelung 


’ a ’ c \ 
von p, mit negativen Exponenten sei PA, + ___— pı soll in der Ordnung z, 
unendlich werden. Die Exponentengleichung ist dann 


@-ay"t) 


Fi 3 P \n, f \ \ 
8) -In@-a"L.-.r+-pe-a"c+p(e—a) 


\w 
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Il. A=2. 

pı soll in der Ordnung 7, für = a unendlich werden, wo z, = (0), wenn 
pı nicht unendlich wird; p, soll in der Ordnung 7, unendlich werden. In 
einem fundamentalen determinirenden Factor e” kann ®w nur von der Form 


n 
3c_,‚(2—-a)"" sein. Gemäss dem Verfahren in Abh. Bd. 96 Nr. 4 I ergiebt 
1 


sich hier Folgendes. 
Aus dem Ausdrucke 
(9.) 2 +p,2+p: 


missen für 


dıv - f j 
3 = —, w=Fc_(r-a 
dx . 


die höchste Potenz von (2—a)”' und die »—1 niedrigeren, die in den Sum- 
manden 3‘, p,2, p; vorkommen, ausfallen. Die grösste der positiven Zahlen, 
von denen die letzte jedenfalls grösser als Null ist, 


(10.) A, 
sei g und trete zuletzt bei dem Zeiger ce auf, wo e=1 oder =2. 
a > = 
Dann it 7, >m;—n, und ,—-m, 22 (wel h=2). m,=g mn, =g" 
geben die Werthe des Exponenten z+1 in 
(11.) o(z—a) “+ 


so dass, wenn die Grösse (11.) in (9.) eingesetzt wird, die höchste Potenz 
von (e—-a)"', die in den Summanden von (9.) vorkommt, aus dem Ge- 
sammtausdrucke (9.) ausfällt. Der Üoefficient o wird bei (e—a)” bestimmt 
durch die Gleichung 


(12.) o+[pı(2-a)’|,-. = 0, 


X 


a BR) ar r 
bei (e—-a)-”" durch die Gleichung 
w \,@ 
(13.) o+[# (@-a)' ] = (. 
p be 
Es ergeben sich also zwei einfache Hauptpotenzen: 
(14*.) o(z—-a)"” = —|p(z-a)")|,_,(c-a)". 
) „1 £ \ra I | j \-(n t,) 
(14) o')(z-a) 22 -| 5 (2a) | (2a) EN, 


J 
J 


r 
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Die folgenden Glieder in z sind jetzt durch die bei (9.) angegebene 
Bedingung eindeutig bestimmt (Abh. Bd. 96, Nr. 4 IB). Der Ausdruck 


3 . . N “ . 
2’-+p,3+p, sei durch f(z) bezeichnet. In - sei an Stelle von 2 die 


(Grösse (14°.) bezüglich (14°.) eingesetzt, so fällt die höchste Potenz von 
(2— a)”. die in den Summanden 2z, p, vorkommt, nicht aus, deren Coeffieient 
sei bei (14°) durch K,, bei (14°.) durch K, bezeichnet. Mit diesem Coef- 
fieienten ist in dem aus der Bedingung (9.) hervorgehenden Gleichungssysteme 
in jeder folgenden Gleichung ein folgender Coeffieient aus 3 multiplieirt. 
Nachdem z ermittelt ist, sei in f(z) der Öoefficient der Potenz von (2— a)”, 
deren Exponent um z niedriger als der höchste Exponent von (2e—a)” in 
den einzelnen Summanden z°, p,2, p, ist, bei (14°) durch C,, bei (14°.) durch 
©, bezeichnet. Werden die erhaltenen Ausdrücke für z in die Differential- 
sleichung (4.) eingesetzt, so wird der charakteristische Index um 1 niedriger 
als die Ordnung 2 (Abh. Bd. 96, 1. e., Bd. 76 8. 298, 299). Aus (4.) erfolgt 
die zu (14°) gehörige Exponentengleichung 


(15°.) K,r+C,—g90 =, 
die zu (14°.) gehörige 
(15°.) Kr+6, =. 
B) nn Z 


—- muss nın —2 und ganzzahlig sein, damit es einen Werth „+1 des 
Exponenten in o(z—a)""*" giebt, so dass, wenn diese Grösse für 3 in 
(9.) eingesetzt wird, die höchste Potenz von (e—a)”, die in den Summanden 
vorkommt, aus (9.) ausfällt. Da h=2 ist, so kommt die angegebene Be- 


. > . TT, * ° * 
dingung darauf hinaus, dass -,'- ganzzahlig sein muss. Wenn diese Be- 


— 


dingung erfüllt ist, so ist durch Eu 1 —g der Werth des Exponenten »+1 
gegeben. Der Coefficient o ist Wurzel der Gleichung 
(16.) o+[p(2—a)),-.0+|p.(e—-a)”).-. = d. 


a) Die Wurzeln der Gleichung (16.) seien einfach, o, und 0, Zwei 
einfache Hauptpotenzen: 
(17°.) o(2-a)” = o,(2-a) °. 


7» 


(17°.) 0,(2—-a)” = 9(2-a) ’. 
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Die übrigen Glieder in z sind wieder durch die bei (9.) angegebene Be- 
( [3 


O% 


= 


dingung eindeutig bestimmt. 3 +p,3+p=f(z). In sei an Stelle von 


z eine der Grössen (17.) eingesetzt, so fällt der Coefficient der höchsten 


Potenz von (e—-a)”', die in den Summanden 2z, p, vorkommt, nicht aus, 


aN\ 


dieser Coeffieient sei bei (17°) durch K,, bei (17°.) durch K, bezeichnet. 
Nachdem 3 ermittelt ist, sei in f(z) der Coeffiecient der Potenz von (2—a) ' 
deren Exponent um x» niedriger als der höchste in den einzelnen Sum- 
manden ist, bei (17°) durch C/, bei (17’.) auf C, bezeichnet. Werden die 
erhaltenen Ausdrücke für 3 in die Differentialgleichung (4.) eingesetzt, so 
wird der charakteristische Index um 1 niedriger als die Ordnung 2. Aus 
(4.) ergiebt sich die zu (17°) gehörige Exponentengleichung 


(18°.) K,r +0,—g0, =, 
die zu (17.) gehörige 
(18°.) K,r+0,—g90; = A), 


b) Die Gleichung (16.) habe eine zweifache Wurzel 0. Eine zwei- 
fache Hauptpotenz: 


(19.) o(z-a)’ = o(z-—a 
vw = &c_,(2—-a)* sei gleich ce_,(2—-a)""+w gesetzt, wo nun 
- > 
m) & 
(20.) C „(@—a) = e 26) *° 
-—-4 | 
Es sei der Ausdruck 
/< . —! c—a) 7 2 ff > „(a “Rn 0 u. be “l o‘ 
(21.) e F;(e y, x) = Fi’, ®) 


n 


—1 


gesetzt. Nun ist die Grösse w’ = & c_,(cr-a)", wo n gegeben ist und 
auch e_.._,, und folgende Coefficienten Null sein können, so zu bestimmen, 
. -„(l) no wel) \ wi , . . 
dass in e F!’(e” y,x) der charakteristische Index kleiner als die Ord- 
nung 2 wird. 
F!'’(y,x) sei 


a d’y | dy _| 
(22.) 7 tl? = +p”y. 


dx 


dx 








192 Thome, über lineare Differentialgleichungen zweiter Ordnung. 


(remäss (4.) erhält man 


(23) pl” = 2o(e-a) ° +p,, 


TL» 


(24.) pl? = (a-a)"+po(@-a) ’+p—- 0-0) 


Die Ordnungen, in denen pl”, p!” unendlich werden, seien durch n{”, 7% 
bezeichnet, {= 0, wenn p© nicht unendlich wird. Nun ist 


20+ REP, u = 0, 


weil (16.) eine zweifache Wurzel hat. Daher ist n{ < 2 - Ferner folgt 
aus (16.) 75” <Z m. Der charakteristische Index A in Fi’(y, x) sei 2—r, 
so ist "= eg bei einer o-fachen, hier zweifachen Hauptpotenz. Daher kann 
h=(, 1, 2 sein. 

Es wird nun das früher bei F,(y, x) gebrauchte Verfahren jetzt auf 
den Ausdruck F}’(y, x) angewandt. 

o)h=(0. 

Gemäss I wird «© = 0, die Exponentengleichung entsprechend (1.). 
Ebenso, wenn der Punkt a in F!’(y, x) = 0 nicht singulär ist. 

P) 1, 

Gemäss lla) ©" =0, die Exponentengleichung entsprechend (5.). 

Gemäss IIb). An Stelle von (6.) tritt hier der Ausdruck 


(25.) z+pl, 


din!) n—1 e . TL,, c 
;s=——, w= 2 c_,‚(2@—a)', n—1 gegeben gleich —-—2, c_„_., und 


» ip 5 .. B u 7, . 
folgende Coeffieienten dürfen Null sein. Da 1’ <= —,-—1 ist, so erfolgt 


-_ 


“ . . dw) ) 
aus Ilb) der höchste Exponent von (e-a)”' in — gleich oder kleiner 


gT, 


>-—1. Es ergiebt sich also aus IIb) ein brauchbarer Ausdruck w“ 


als 
und die zugehörige Exponentengleichung. 

y)h=2. 

w“’ kann nicht gleich Null sein. An Stelle von III (9.) tritt hier 


der Ausdruck 


(26.) 2 +pz+p\), 
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dw) n— v , 7. 

a wu = 2 c_,‚(2—a)", n—1 gegeben gleich > —2, £_.n und 
folgende Üoeffieienten dürfen Null sein. Es treten nun folgende Fälle ein 
entsprechend III. 


In Bezug auf n\' und n} sei die der Bedingun 


A = 


& in III, A) ent- 


o 


. ER ® 7, — | 1 ) 1 
sprechende Bedingung erfüllt. Dann ist Z—1_ m" >nS/—n\). Daher 


giebt das Verfahren III, A) bezogen auf F/’(y, x) zwei brauchbare Aus- 
drücke von »" und die zugehörigen Exponentengleichungen. 


In Bezug auf n}' und n3 sei die der Bedingung in III, B) entsprechende 
ni) 


Bedingung erfüllt. Dann ist die dortige Grösse g gleich —-. Für die 
di; . TE, wm; \ 7T T 
positiven ganzen Zahlen —'- und r gilt die Relation ——-1= —, 
.. . \ D die!) a I 1) 
Der höchste Exponent von (£-a) nz = - erhält daher durch g R 
einen brauchbaren Werth. Ist nun weiter die Bedingung III, B, a) erfüllt. 


so erhält man zwei Ausdrücke von ©’ und die zugehörigen Exponenten- 
gleichungen. Ist die Bedingung III, B, b) erfüllt, so hat FÜ (y, x) = (0 eine 
zweifache Hauptpotenz 

(27.) (2a) 


/ 


Dann wird 


(28.) u) = _m (2 — a) +” 
KriR de d, 


gesetzt, und zur Bestimmung von »'” ist nun wieder wie oben bei (21. 
zu verfahren. — 


.- N ._ dw y 
Der höchste Exponent von (2—a)' in wurde in dem Vorher- 
| 2 
. . .. .. ® T nl 
gehenden gleich oder kleiner als der höchste zulässige Werth —-—1 be- 


funden. Diese Eigenschaft, die hier direet nachgewiesen ist, beruht auf 
einem allgemeinen Satze. Nämlich der Ausdruck Abh. Bd. 96 No. 4 (12. 
liefert überhaupt nur Hauptpotenzen 0 (z—a)”, in denen v—n ist, Mit 


diesem Ausdrucke fallen die hier betrachteten Ausdrücke (25.), (26.) zusam- 
men. Denn die Ordnung, in welcher dort pÜ) ,., unendlich wird, ist 
höchstens um a(a+1)—1 höher als in p/',, weil bei einer o-fachen Haupt- 


b 2 m—h 2 
d’ f(z)2 h 2 


dz! 
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potenz in „oe-—]) für 3=0o(2-a)""*" die höchste 
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dizm dizm—1 
ar Pi gg etc. vorkommt, 


def(z) zn h 


aus dem Gesammtausdrucke ausfällt; dagegen in rn dieses nicht 
der Fall ist. Die dem Ausdrucke Abh. Bd. 96 No. 4 (12.) entsprechenden 
Zahlen 1. e. (5.) sind daher höchstens »-+1—1, n-+1—!, n+1-1! ete., 
woraus die Richtigkeit der Behauptung sich ergiebt. — 


Potenz von (e—a)-', die in den Summanden 


Es ist nun noch zu untersuchen, was eintritt, wenn der Fall, dass 
der charakteristische Index gleich 2 ist und dabei eine zweifache Haupt- 
potenz auftritt (III, B, b), sich fortwährend wiederholt. Diese Untersuchung 
kommt schliesslich darauf hinaus, dass in (19.) “ — 2 gesetzt wird. Es 

a; 
ist 20+[p(@—a) ’]=0, also , = hei. —=2. Demnach ist der höchste Ex- 


ponent von (e—-a)" in dem Ausdrucke 2z-+p, gleich oder kleiner als 1, 


in dem Ausdrucke 3’°+p,3+p, gleich oder kleiner als 3. Daher wird der 
charakteristische Index in (4.) entweder 0 oder 2. 

Also ist in allen Fällen, wenn überhaupt ein fundamentaler determini- 
render Factor in F,(y, ©) =V bei dem singulären Punkte x = a vorkommt, die 
Gesammtanzahl der Wurzeln der zu den fundamentalen determinirenden Factoren 
bei e= a gehörigen Exponentengleichungen gleich zwei. 

IV. Es soll nun untersucht werden, wie die Constanten in w in 
einem fundamentalen determinirenden Factor e” und die Wurzeln der zuge- 


— ]/} 


hörigen Exponentengleichung in e””F;(e”y, x) = 0 aus den gegebenen Uon- 
stanten in den Entwiekelungen der Üoeffieienten p, und p, nach Potenzen 
von 2 —a hervorgehen. 

Fall. A=0. Dort ist @=(0(, die Wurzeln der Gleichung (1.) sind 
rationale Ausdrücke der gegebenen Gonstanten und einer Quadratwurzel aus 
einem rationalen Ausdrucke gegebener Constanten, die auch wegfallen kann. 

Fall. A=1. Beia) ist #=0, die Wurzel von Gleichung (5.) 
rational durch die gegebenen Gonstanten ausgedrückt. Bei b) sind die Con- 
stanten in © und die Wurzel der Gleichung (8.) rationale Ausdrücke der 
gegebenen Uonstanten. 

Falllll. A=2. Bei A). Die Constanten in den beiden Grössen ® 
gemäss (14.) ete. und die Wurzeln der Gleichungen (15.) setzen sich rational 
aus den gegebenen ÜUonstanten zusammen. Bei B, a). Die Gonstanten in 
den beiden Grössen w gemäss (17.) ete. und die Wurzeln der Gleichungen 
(18.) sind rationale Ausdrücke der gegebenen Uonstanten und einer Quadrat- 
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wurzel aus einem rationalen Ausdrucke gegebener Constanten, die auch 
wegfallen kann. Bei B, b). Der Coeffiecient o in (20.) wird rational durch 
die gegebenen Constanten ausgedrückt, daher ebenso die Constanten in dem 
Differentialausdrucke Fi (y, x) (22.). In Bezug auf letzteren Differential- 
ausdruck treten nun wieder dieselben Fälle ein. 

Es hat sich also Folgendes ergeben: 

Die Constanten in den Grössen w in den fundamentalen determinirenden 
Factoren e" und die Wurzeln der zugehörigen Exponentengleichungen bei dem 
einzelnen singulären Punkte sind entweder rationale Ausdrücke der gegebenen 
Constanten oder rationale Ausdrücke dieser Constanten und der QOuadratwurzel 
aus einem einzigen rationalen Ausdrucke der gegebenen Constanten. 

V, Es sind nun die fundamentalen determinirenden Faetoren und 
zugehörigen Exponentengleichungen bei 2= x anzugeben, wenn dieser 
Punkt in FR,(y, x) = singulär ist. Die Grössen e", w=( oder =! ex 
sind aufzustellen, so dass in e”” F,(e"y, «) = V bei x = der charakteristiche 
Index kleiner als die Ordnung 2 wird. Durch Substitution von r=f 
wird F,(y, &) = (-fF(y, DD, w(t") = w, und es geht e””F;(e”y, x) in 
(-P’e” F;(e”y, it) über. Es ist nun, wenn der Punkt {=0 in Fi(y, t) = 0 
singulär ist, © so zu bestimmen, dass ine” F,(e"y,D=(0 beit=( der 
charakteristische Index kleiner als die Ordnung 2 wird, und die zugehörige 


Exponentengleichung aufzustellen. Dann sind @ (z”)=w und dieselbe 


0° 
> 


Exponentengleichung die gesuchten Elemente. Man kommt also auf die im 
Vorstehenden gegebene Behandlung bei einem Punkte im Endlichen zurück. 


+) 
O, 
Zerlegung des Differentialausdruckes zweiter Ordnung. 
l. Der Differentialausdruck Nr. 1 (1.) F;,(y, x 
d’y dy 


(1.) +Pı7, +p,Y 


mit rationalen Coefficienten soll durch ein System homogener linearer 


dx’ 


Differentialausdrücke erster Ordnung mit rationalen Üoeffiecienten 


(2.) f"(y, 2) = m, ff’, © 


darstellbar sein, wo alsdann gemäss No. 1 


Ya 1)/ _— ‚wi („vw j 
(3°,) f’(y,a) = ee" De u.:2), 


ob A217 N 1 (2) — (+) 
(3°) a) =e" Pe y, 


“ 
— 
’ 


/ 
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normale Differentialausdrücke sind. Jeder der determinirenden Factoren 
ve” ist nach No. 1 ein Produet von fundamentalen determinirenden 
Factoren bei den singulären Punkten von F;(y, x) = 0, von denen auf jeden 
dieser Punkte ein Factor kommt. Es ist also für die Zerlegbarkeit von 
F,(y, ©) zunächst nothwendig, dass sich nach No. 2 bei jedem singulären 
Punkte von F;(y, 2) =0 ein fundamentaler determinirender Factor ergeben 
habe. Dann war die Gesammtanzahl der Wurzeln der zu diesen Factoren 
sehörigen Exponentengleichungen bei diesem Punkte gleich zwei. Die 


fundamentalen determinirenden Factoren bei einem singulären Punkte von 
„wo „U 


e 


y/ ar $ (2) . kit. 
F(y, 2)=(0 seien durch e” und e” , die zu e” gehörige Wurzel der 
. . . „2 Lech , ! 

Exponentengleichung durch AR", die zu e” gehörige durch R bezeichnet; 
falls nur ein fundamentaler determinirender Factor vorhanden ist, so wird 


z wel) (2? 
derselbe durch e®’ = e”” 


‚„ die eine Wurzel der zugehörigen Exponenten- 
sleichung durch R, die andere durch AR“ bezeichnet. Die singulären 
> oO I o 


Punkte von F,(y,2)=0 im Endlichen (falls solche Punkte vorkommen, 
ce . j 1 
was z. B. nicht der Fall ist, wenn F, durch das System ty =y, 


dy, 


ir rNy, wo M, N Polynome von z sind, gegeben ist) seien durch a, bis 
dc 2 ° 7 


> 


- 


(1) 


| (2) 
m 2 .. ® .. wel) (2) 2 Mr w w 2 
a,, die zugehörigen Grössen e” , e” , R®, R® durch e',e', RW, R” 


(a=1,...,2) bezeichnet, die zu e=x, wenn dieser Punkt singulär ist, 
gehörigen durch en er, R, R”, und wenn 2= nicht singulär ist, 
so seien die Wurzeln der Exponentengleichung bei e= x durch RU, R” 
bezeichnet. 

Es sei nun aus den fundamentalen determinirenden Factoren e” , von 
denen auf jeden singulären Punkt von F,(y, 2)=0 einer kommt, ein Pro- 


(1) . . 
duet e" gebildet. Dann wird 


—_ wUü) (1) 
(4.) eWOF(e”®y, 2) = Gy, 2) 


> \ 
u 


gesetzt. In @,(y, x) ist jetzt bei jedem Punkte der charakteristische Index 
kleiner als die Ordnung 2. In e""F,(e""’ y, x) = 0 und e“ ’F,(e” ’y, ©) = 0 
stimmen bei dem betreffenden Punkte charakteristischer Index und Expo- 
nentengleichung überein, die Exponentengleichung ist in No. 2 aufgestellt. 
Es ist daher bei jedem singulären Punkte von F;(y, =) = 0 die Exponenten- 
gleichung von @,(y, 2) = 0 bereits gegeben, deren Wurzeln haben die in 
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Nr. 2 angegebene Beschaffenheit. Ein nichtsingulärer Punkt von F,(y, x) = 0 
ist auch nichtsingulärer Punkt von @,(y, 2) =. 

Nun soll untersucht werden, ob @,(y, x) durch ein System darstell- 
bar ist 


m yı m BR: ; 
97 ug a 48 
5.) de 'PY3 f de "99 
dı . ; a2 ’ s 
wo - +p"y ein regulärer Differentialausdruck. Dieses geschieht nach 


Abh. Bd. 96 Nr. 6. 


R n . dy , re 
Die Wurzel der Exponentengleichung von = +p)y=0 bei einem 


beliebigen Punkte ist auch Wurzel der Exponentengleichung von @,(y, x) = 0, 


Die Exponentengleichung von = +p"y=0 bei e=a ist 

(6.) r+[p(z—a)]|,-. = d. 
Wird p'’ in Partialbrüche zerlegt, so ist der Coeffieient von — en Ba 
daher gleich — R{”, (R\ kann auch Null sein). pl’ kann noch in} ( — 0) 


anderen Punkten unendlich in erster Ordnung werden, dieselben seien «,,, 
bis a,,,, diese Punkte sind in @,(y, 2) =0 nicht singulär. Daher wird pl 
RI eg, 

5 


en 
l 


z 

IN EB . 
(T.) pı' = 2 _ 
1 T—d, »+1 74, 


Wenn F,(y, 2)=0 im Endlichen keine singulären Punkte hat, so fällt in 


4 

(7) der Ausdruck 5 fort. Die Punkte a, (a=z#+1,....2+74) sind in 
dy _ ; A . a 
Z +p"y= 0 ausserwesentlich singulär, daher ist 

z+/ yo (D ) 

(8.) 5 &, Pi dlog P(x) 

„at C—A, dx 

wo D(x) eine ganze rationale Function von z, deren Grad = — Fe, — 0 
“+1 Pi 


ist. D(x) kann nur in erster Ordnung in einem Punkte verschwinden, da 
derselbe im G,(y, 2) = 0 nicht singulär ist. Um z zu bestimmen, wird in 
(7) 2e=t' gesetzt, wodurch 


z d)ft ’) 
ER RU) pe 
9 Be 7 a 
u . a dı N : 
hervorgeht. Die Exponentengleichung von = Hp®y=0 bei e= oo ist 


(10). ar, = 0. 


! 
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Daher wird der Ausdruck von 7 
(11.) T= — ERVÜ_RO. 


Es ist also für die Zerlegbarkeit von F,(y,x) nothwendig, dass für den 
Ausdruck rechts in (11.) ein ganzzahliger Werth gleich oder grösser als 
Null besteht. 

Hier wird nun weiter folgende allgemeine Bemerkung in Bezug auf 
einen homogenen linearen Differentialausdruck beliebiger Ordnung mit ratio- 
nalen Coeffieienten gemacht, welche für die Vereinfachung der Untersuchung, 
ob ein soleher Ausdruck sich in ein System normaler Differentialausdrücke 
zerlegen lässt, von Wichtigkeit ist. 

(semäss Abh. Bd. 96 Nr. 5 (12.) besteht nachstehender Satz: 

Der homogene lineare Differentialausdruck mter Ordnung F,(y, x) 
mit rationalen Coefficienten sei durch das System 

(12.) Fun 2) =s [il ®) 
darstellbar, wo F,_, und f, ebenfalls solche Ausdrücke (m—k)-ter und kter 
Ordnung sind, alle mit dem Coeffieienten der höchsten Ableitung gleich 1. 
Nun wird der Ausdruck e””F,,(e”y, x) durch das System 

(13.) er eu 2) =, ler, ©) 
gegeben. Hieraus folgt bei einem beliebigen Punkte im Endlichen oder 
x = 00: Wenn e” ein fundamentaler determinirender Factor von F, ist, so 
auch von wenigstens einem der Bestandtheile in (12.) F,_, oder f, und um- 
gekehrt. Bei diesem Punkte sind die Wurzeln der Exponentengleichung von 
e"F,_,(e"y, x) = (0 und die der Exponentengleichung von e”f;(e"s, 2) =, 
letztere nachdem ein und dieselbe ganze Zahl hinzuaddirt ist, zusammen 
die Wurzeln der Exponentengleichung von e”F,(e"y, a) =. 

Ferner ist bei einer regulären Differentialgleichung die Summe der 
Wurzeln der Exponentengleichungen bei z2 Punkten im Endlichen, unter 
denen die singulären sich befinden, und bei dem singulären oder nicht sin- 
oulären Punkte e= x ganzzahlig (vgl. Abh. Bd. 96 S. 262). 

Es sei nun F,(y, x) so in ein System homogener linearer Differential- 
ausdrücke mit rationalen Coeffieienten und dem Üoefficienten der höchsten 
Ableitung gleich 1 zerlegbar 


f \ (1) /, wa‘ u (2) /, N (X) 
(14) = Fi, D)-yn - + Fllen 8), 
dass ein System S normaler Difterentialausdrücke an der Spitze steht; die 
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Ordnung dieses Systemes S sei N<.m. Bei F,„(y,x) sollen bei den 
singulären Punkten im Endlichen und bei dem singulären oder nichtsingu- 
lären Punkte 2 = die fundamentalen determinirenden Factoren und die 
Wurzeln der zugehörigen Exponentengleichungen aufgestellt sein, diese 
Wurzeln seien durch AR bezeichnet, ihre Anzahl bei einem solchen Punkte 
ist = m (Abh. Bd. 96 Nr. 4 Il.). Gemäss den Angaben bei (13.) lassen sich 
bei jedem dieser Punkte N der Wurzeln R so mit den Wurzeln der Ex- 
ponentengleichungen in den regulären Differentialausdrücken, die zu allen Be- 
standtheilen des Systemes S gehören, paaren, dass die Elemente eines Paares 
bei demselben fundamentalen determinirenden Factor vorkommen und sich 
nur um eine ganze Zahl unterscheiden. Bei einem nichtsingulären Punkte 
von F„=0 sind gemäss den Angaben bei (13.) die Wurzeln der Exponenten- 
sleichungen in den vorhin genannten regulären Differentialausdrücken ganz- 
zahlig.. Unter Hinzunahme des Vorhergehenden folgt nun: Die Summe 
derjenigen Wurzeln R bei allen singulären Punkten im Endlichen von F,(y, x 
und dem Punkte = x, die bei der genannten Zuordnung auf einen Bestand- 
theil des Systemes S kommen, ist ganzzahlig. 

Demnach ist bei der versuchsweisen Aufstellung der determinirenden 
Factoren der Bestandtheile des Systemes S zu beachten, ob die Wurzeln 
R sich dem angegebenen Satze entsprechend gruppiren lassen. 

Nun sei N=m, also F,(y, x) durch ein System normaler Differential- 
ausdrücke darstellbar. Dann erstreckt sich diese Gruppirung auf die Ge- 
sammtheit der Wurzeln AR. In dem regulären Differentialausdruck, der zu 
dem ersten Bestandtheile des Systemes gehört, kommen bei allen singulären 
Punkten im Endlichen von F,(y, x) und bei e= » Exponentengleichungen 
vor, deren Wurzeln selbst sich unter den aufgestellten A bei demselben 
fundamentalen determinirenden Factor an dem betreffenden Punkte vorfinden. 
Werden diese Wurzeln aus den aufgestellten /#? herausgenommen, so muss 
die Summe aller übrig bleibenden Wurzeln R eine ganze Zahl sein. 

Dieser Satz findet nun bei den homogenen linearen Differentialaus- 
drücken zweiter Ordnung immer Anwendung, da, wenn ein solcher Ausdruck 
durch ein System Nr. 1 (2.) sich darstellen lässt, die Bestandtheile dieses 
Systemes normale Differentialausdrücke sind. 


‘ 


Gemäss (11.) ist es für die Zerlegbarkeit von F,(y, x) unter der Form 


(2) nothwendig, das —E RÜ’— HR’ eine ganze Zahl gleich oder grösser als 
| 
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Null ist, und es hat sich nun weiter ergeben, dass 3 R’-+-R” eine ganze 
Zahl sein muss. 

Es ist also zunächst zuzusehen, ob die Wurzeln R sich diesen Be- 
dingungen gemäss gruppiren lassen. 

Nun wird weiter die ganze rationale Function ?(x) (8.) bestimmt 
nach dem Verfahren Abh. Bd. 96 Nr. 6. 

Man kann hier voraussetzen, dass wenigstens bei einem singulären 
Punkte von F;(y, 2)=0 zwei von einander verschiedene fundamentale 
eterminirende Faectoren vorhanden sind; die zugehörigen Exponenten-e 
dgleichungen sind dann ersten Grades. Denn wenn bei jedem dieser Punkt 
nur ein fundamentaler determinirender Factor besteht, dessen zugehörige 
Exponentengleichung alsdann zweiten Grades ist, so ist A;,(y, x) ein nor- 
maler Differentialausdruck. Dann kommt die Integration von F;(y, x) = 0 
auf die einer regulären Differentialgleichung zweiter Ordnung hinaus, deren 
Integrale mit dem determinirenden Factor zu multiplieiren sind. Aber auch 
dieser Fall ist im Folgenden mit aufgenommen, indem dann nur voraus- 
gesetzt wird, dass wenigstens bei einem singulären Punkte von F;(y, x) = 0 
die beiden Wurzeln der zu dem fundamentalen determinirenden Factor ge- 
hörigen Exponentengleichung sich nicht um eine ganze Zahl unterscheiden. 

Es giebt alsdann wenigstens einen singulären Punkt in G,(y, 2) =, 
bei welchem die formelle Entwickelung des regulären Integrales, welches 
2 +p"’y=0 erfüllt, aus @,(y, x) = 0 vollständig bestimmt ist. Die in diese 
Entwiekelung eingehenden Constanten sind rational durch die Constanten 
in @,(y, x) und den Exponenten ausgedrückt. Aus dieser formellen Ent- 
wiekelung des Integrales erfolgt die formelle Entwickelung von p“’ bei 
dem betreffenden Punkte. Alsdann wird aus (7.) gemäss Abh. Bd. 96 Nr. 6 
(12.) oder (15.) die ganze rationale Funetion ?(r) rten Grades, wo 7 durch 
(11.) gegeben ist, direet bestimmt. Die Constanten in P(r) setzen sich 
rational aus den Uonstanten in @;(y, ©) und den Grössen R' zusammen. 
Das Product (w-a,)(2—a,)...(c—a,) sei gleich p(x) gesetzt (p(x) =1 bei 
z—=0). Es ist gemäss dem oben (nach (8.)) Bemerkten zu prüfen, ob die 

D(e) 
dx 
ist ferner zuzusehen, ob die Polynome y(x) und P(zx) keinen gemeinschatt- 


d . * ” Y ® y 
Polynome P(x) und keinen gemeinschaftlichen Theiler haben. Es 


lichen Theiler haben (vgl. II), entsprechend der Annahme, die über die 
Punkte a,,, bis a,,; gemacht war. 





Se 


un 
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Damit ist nun 


F ei dlog Dr 
2 A L) a ru be) 
(15.) Allan - 2—A, dx 
ermittelt. Der Differentialausdruck @;(y, x) sei 
dy , nn N 
(16.) de? +P, dr + I »Y. 


Dann ist zur Zerlegung von @,(y, x) in das System (5.) nothwendig und 
hinreichend 


dp‘) 
d.c 





Und dieses kommt auf die eine Bedingungsgleichung hinaus 
N d (1) R 2 
(18.) Pr = l +p"’(P, —p") 


e dx 4 

II. Nachdem der Differentialausdruck (4.) @,(y, x) durch das 
System (5.) dargestellt ist, soll nun der Differentialausdruck (1.) F,(y, €) 
durch das System (2.) ausgedrückt werden. Der Differentialausdruck 
f’(@y, x) in (2.) ist 


(1) x 1) sat, 
(19.) dy _jaWD 5 Re, dlogble) \, 
ae dx I de ı 2—Aa, dx ). 


Es ist nun der Differentialausdruck f'(y, x) in (2.) zu bestimmen. 
Aus den Angaben bei (13.) angewandt auf das System (2.) folgt: Bei einem 
singulären Punkte von F,(y, 2) =0 ist e”’ fundamentaler determinirender 
Factor in f”(y, x). Die Wurzel der Exponentengleichung in 

‚ Du Or 

ist die Grösse AR, von welcher eine ganze Zahl subtrahirt ist. Bei einem 
nicht singulären Punkte von F,(y,z)=0 ist € = 1 fundamentaler deter- 
minirender Factor in f?(y, 2). 

Daher ist der Differentialausdruck f“’(y, x) ein normaler Differential- 
ausdruck und dessen determinirender Faetor das Product der fundamentalen 


. . 7 (2) . 2) . . 
determinirenden Faetoren e”, dasselbe sei dureh e” bezeichnet. Bei den 


Punkten a, (a=1,...,z), den singulären Punkten von F;(y, ©) = (0 im End- 
(2) (2) 
liehen, ist die Wurzel der Exponentengleichung ine ' fe" y,2)=0 


RY'—g,. Die ganze Zahl g, ist nach Abh. Bd. 96 Nr. 2 IIb dadurch bestimmt, 
Journal für Mathematik Bd. CXVII. Heft 3. 6 
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. - „(2 ) w) R a 
dass g, die grösste der ine °' fe ' y,x) zu den Üoefficienten, die nach 


h ‘ | dw!’ dw” 
Potenzen von 2—a, entwickelt sind, gehörende Zahl ist. Wenn — rn -+ 5 - 


für 2=a in der Ordnung v, unendlich wird, wo v, 0, so ist g, die 
grösste der beiden Zahlen 1 und v.. 

Der Coeffieient von y in f”(y,x) sei durch P, der in f(y, x) 
durch Q bezeichnet, so ist gemäss (1.) und (2.) 


(20.) pı = P+Q. 
\ awe@) ' 
Ferner wird 0+ für 2=x gleich Null. Wird nun 
diWw® x R”-g dlog P(z) 
’91\ BE 2 a Dat Nu 
21.) “ dx = 2 —Ad, + dx +8 
gesetzt, so ist die rationale Function S für e=a, (a=1,..., z) endlich, 


ebenso (gemäss (20.)) für e=a, (a=x%+1,...,2+4) und jeden anderen 
Punkt im Endlichen und wird für =» gleich Null, dieselbe ist also 
Null. Demnach wird f(y,, x) in (2.) 


lı dW®O x RD— dlogP(«) 
99 a: „ Ra . g 
(22.) dx ' dx 4 = c— 0; dx | I 


Wenn F;(y, ©) im Endlichen keinen singulären Punkt hat, so fällt in (19.) 


und (22.) der Ausdruck $ weg. Ist F,(y, x) ein regulärer Differential- 
1 


ausdruck, so ist WI = W" =, 
III. Die Differentialgleichung F;,(y, x) =0 enthalte das Integral 
einer homogenen linearen Differentialgleichung erster Ordnung mit rationalem 


Coeffieienten (der Coeffieient von = gleich 1) gy,x)=0, so ist (vgl. 
Abh. Bd. 96 Nr. 2 (9.) oder Nr. 7 (8.)) F;(y, x) durch das System 
(23.) 9; *) u h(s, EC) 


darstellbar, wo A(s, x) gleichfalls ein solcher Differentialausdruck mit ratio- 

nalem Coeffieienten ist; g und A sind dann normale Differentialausdrücke 

(Nr. 1). Für F;(y, x) sei durch I und II eine Zerlegung in das System (2.) 
(24.) f’y &) = Yu, FW, ©) 


ermittelt. Es ist zu untersuchen,. ob F,(y, 2) = 0 ausser dem Integral von 





h 


di 
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f’(y, 2) = 0 dasjenige einer zweiten homogenen linearen Differential- 
gleichung erster Ordnung mit rationalem Üoeffieienten p(y, 2) = (0 enthält. 
y(y, x) ist ein normaler Differentialausdruck, der determinirende Factor 
desselben sei e". Das reguläre Integral aus e"g(e"y,a@)=0 erfüllt 


(25.) al a ae Fa > Er HERE ei TC DE) 


Daher ist e""f”(e"y, x) ein regulärer Differentialausdruck, also W= W. 
Die Wurzeln der Exponentengleichungen von e "g(e"y, 2) =0 und 
e"f(e"y,z)=0 bei irgend einem Punkte unterscheiden sich nur um 


eine ganze Zahl, gemäss (25.),. Wird y(y, x) für g(y, x) in (23.) genommen, 


/ 
so ergiebt sich aus dem Vorhergehenden und den Angaben bei (13.): 
Bei jedem singulären Punkte von F;(y, x) ist in p(y, x) der funda- 


Pi 


u m AR - 0 . n 
mentale determinirende Factor e” ; die Wurzel der zugehörigen Exponenten- 


. . u (2) . . 
gleichung in e””"g(e" y,2)=0 (ebenso bei 2=x, wenn dieser Punkt 
. .> . a rn 7 ‚„(1) nk?) . ’ 
nicht singulär in F,) ist RA”, nur wenn e” =e und RU sich von 


R“ nur um eine ganze Zahl unterscheidet, ist diese Wurzel R" oder R”. 
(semäss I hat daher y(y, x) den Ausdruck: 


dy jaw“® 


dx I dr 


x» R, —k, ,„ dloee® (z)| 
+2 1 re. 
| (dd 


(26.) z—a, 
wo %, eine ganze Zahl, die nur dann von Null verschieden sein kann, 
wenn bei einem Punkte a, w’=w”), RU und RV sich nur um eine 
ganze Zahl unterscheiden: dann ist %, gleich Null oder AÜ’—RÜ. »,«) 
ist eine ganze rationale Function von x, deren Grad auch Null sein kann, 
die nicht in einem Punkte a, (a=]1..... z) verschwindet. 

Es ist also nun mit diesen Elementen zuzusehen, ob ein der (srösse 7 
(11.) entsprechender Werth besteht und im Uebrigen das Verfahren aus ] 
einzuschlagen. 

Die Differentialgleichungen f"(y, 2) =0 und y(y,z) = 0 bilden 
dann einen Verein von Unterdifferentialgleichungen der ursprünglichen 
Differentialgleichung F;(y, x) = 0 (Abh. Bd. 96 8. 229). Wenn WV’ von W' 
verschieden ist (Hauptunterdifferentialgleichungen), so kann F;(y, x) = 0 
ausser den Integralen von f"=0 und g=0 nicht dasjenige einer anderen 
homogenen linearen Differentialgleichung erster Ordnung mit rationalem 
Coeffieienten enthalten (l.e. oder Abh. Bd. 83 5.100). Vgl. hier Nr. 4 Il. 
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I. 
(1.) 
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4, 


jeispiele, 


Es soll ein Differentialausdruck F;(y, x) durch ein solches System 


f”’; €) = Yı, 
wo f, f® normale Differentialausdrücke erster Ordnung sind, dargestellt 
werden, dass die Differentialgleichung F;(y, &) = 0 neben dem Integral von 


fyı, €), 


f'’(y,2)=0 nicht das Integral einer zweiten homogenen linearen Diffe- 
rentialgleichung erster Ordnung mit rationalem Coeffieienten enthält. 

Das hier angewandte Verfahren wird am übersichtlichsten, wenn 
dasselbe 


bei 


gestellt wird. 
Im Endlichen seien die Punkte a, (a=1,...,z) angenommen, bei jedem 


derselben 
determinirende Factoren e 
das Produet der e 


mter Ordnung und 


und 


linearen 


bei 


w(?) 


Wr 


sei e 


Differentialausdrücken 


„) 


= 8x ZWel 


w(?) 


und e 


von 


(2) .. 
" das Produet der Grössen e 


beliebiger Ordnung dar- 


einander verschiedene fundamentale 


() : {1) 
w sel e" { 


Die regulären Differentialausdrücke 2, (y, r) 


v,(y, x) nter Ordnung sollen im Endlichen nur singuläre 


Punkte haben, die unter den Punkten a, (a=1,...,) sich finden, diese Diffe- 
rentialausdrücke sollen unzerlegbar sein, was nach Ahh. Bd. 96 Nr. 7 III 
Es werden die normalen Differentialausdrücke 


bewerkstelligt werden kann. 


gebildet 
(2*.) 


ob \ 


u 


() 
e" b,(e 


e 


w(2) 


m 


Pi wid) 


N 


Y, 7) 


_w0) \ 
w.(eT Y, ©) 


l 


2.0, ®), 
v.(Y, €), 


[ 
| 


alsdann wird der Differentialausdruck F,..(y, x) durch das System 
(3.) 


gegeben. 


ben) 


?. 2) = N, 


N 
w, (Yı „ X) 


F,„;„(y, ©) hat nun gerade die Punkte a, (a=|1,...,z) und e=x 
zu singulären (bei jedem derselben ist der charakteristische Index wenigstens 


eines der beiden Bestandtheile von (3.) gleich der Ordnung). 


Bei jedem 


dieser Punkte gilt nach den in Nr. 3 bei (13.) gemachten Angaben Folgendes: 


wii) 


der Exponentengleichung in 2, übereinstimmen, 


Exponentengleichung, deren Wurzeln die der Exponentengleichung in w 
sind, nachdem eine und dieselbe ganze Zahl hinzuaddirt ist. 


Pit 
u 
m-+n e 


w\ 


y, x) hat eine Exponentengleichung, deren Wurzeln mit denen 


— w(2) we?) 
e F„+n(e 


7 


y,x) eine 


rn 


Bei einem 
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Punkte a, (a=1,...,z) ist diese Zahl g, die grösste der zu den Coeffieienten 
in e"”D,(e"”y,x) bei diesem Punkte gehörigen Zahlen (Abh. Bd. 96 
Nr.2 II). Wird w®"—w in diesem Punkte in der Ordnung v, unendlich, 
so ist ,=m(v,+1). Bei 2=x ergiebt sich jene hinzuzuaddirende ganze Zahl 
y in folgender Weise. 2=1t"'; alsdann wird F,..@, x) = (-F)"""F,,.(u, t 
gesetzt, entsprechend bei 2,, ?, und w,, w,, ferner Fw,(t"s, t vw (sd 
und entsprechend bei w,, so folgt, dass F,,,(y,) durch das System 


D (Y, !) a S, w, u, L 


dargestellt wird. Die Wurzeln der Exponentengleichung von w, bei t= 0 
sind die von w,, nachdem zu letzteren —2m addirt ist. Die grösste der 
- . a _ wel), w (2),—1 \ n Er a 
zu den Coeffiecienten in e" "bi, (e" ( y,Ü) bei t=(0 gehörigen Zahlen 


ist, wenn »”— wo bei e=»x in der Ordnung e unendlich wird, m(o-+1 


Yu 
Daher ist 7 = m(o+1)— 2m. 

Bei den Punkten a, (a=|1,....z2) und 2r=x seien die Wurzeln 
der Exponentengleichungen in e “F,.,„(e"y.x) durch R@ bezeichnet, 
deren Summe durch ER. Nun ist die Summe der Wurzeln der Ex- 
ponentengleichungen bei denselben Punkten in w, einerseits gleich 


nn — ] 


(zZ —j ; > 


da unter den z Punkten a, sich die singulären Punkte von w, im End- 
lichen befinden, andererseits nach dem Vorhergehenden gleich 


iR 
ZR“” —n\F&g.+7, 
also 
f . ) f n \ N 7 | 
4,) ZRU’—n\2g- v)= (4 —] 1. 
l de 


Wenn nun F,,,„=0 die Integrale noch einer anderen homogenen linearen 
Difterentialgleichung mit rationalen Coefficienten als 2, — 0 enthält, so kann 
diese andere Differentialgleichung kein Integral von 2, = 0 enthalten, weil 
P, und w, unzerlegbar. Es muss dann der Differentialausdruck dieser 
zweiten Differentialgleichung »ter Ordnung 7, sein und ein normaler Difte- 


(2) . ’ ° 
", ferner kann in einem 


rentialausdruck mit dem determinirenden Factor e 
Systeme- von zwei normalen Bestandtheilen, welches F,,, darstellt, 7, an 
die Spitze gestellt werden und der zweite Bestandtheil enthält den deter- 
gemäss Abh. Bd. 96 Nr. 8 IA. (Für FR, x) ist 


wii) 


minirenden Factor e 
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das Vorstehende in Nr. 3 III direet gezeigt. Aus der hieraus hervor- 


gehenden Darstellung von e” ng le, x) folgt, dass die Wurzeln 


y 


. . . _ w(2) (2 _w(2 (2 o 
der Exponentengleichungen in e" #,(e”’y, x) und e"F,,,(e””y, x) bei 
jedem der Punkte a, (a=1,...,z2) und z=o übereinstimmen. Ferner er- 
giebt sich, dass die in Abh. Bd. 96 Nr. 6 (11.) angegebene Zahl 7, 

a n(n—l) „no 

(3.) m (z—1) > — IR 


eine ganze Zahl gleich oder grösser als Null sein muss. Letzteres ist aber 
wegen (4.) nicht der Fall. 

Also kann F,,.(y, 2) = 0, wo F,,.(y,. x) durch das System (3.) ge- 
geben ist, nicht die Integrale einer anderen homogenen linearen Differential- 
gleichung mit rationalen Coefficienten als 2,(y, x) = 0 enthalten. 

II. Eine Differentialgleichung F;(y, 2) = 0. welche die Integrale 
von zwei homogenen linearen Differentialgleichungen erster Ordnung mit 
rationalen Coefficienten enthält (Unterdifferentialgleichungen), bildet man 
nach dem allgemeinen Verfahren (Abh. Bd. 96 Nr. 7 DT) zur Herleitung der- 


sen homogenen linearen Differentialgleichung, welche die linearunab- 


jenig 


hängigen Integrale von zwei solchen Differentialgleichungen vereinigt ent- 


hält. Diese beiden Differentialgleichungen seien 


dy m . 
(6.) te re, 


Die Differentialgleichung, welche die Integrale beider enthält, geht aus dem 
Systeme hervor 


= dy ds dlog(p — g) ) 
(T.) on tpy=S +14 -— =, 


de | dx 
Zu diesen linearen Differentialgleichungen gehört die mit constanten Coef- 
fieienten. Dieselbe besitzt die Unterdifferentialgleichungen 


der y ja, 0 oB8 de=#*y 


dx dx 


ar 


e > Q, 


o von P verschieden, oder die Differentialgleichung ist selbst eine normale 
dx’ 
eleichungen irgend zwei Differentialgleichungen aus der Schaar 


17T 


e —(, In letzterem Falle hat dieselbe zu Unterdifferential- 


{ 1 ax C 3 
e?? | ae Yy 1 en y\ u (. 


dx 0x4, 


wo €,, ©, beliebige Constanten sind (vgl. Nr. 3 IL]). 
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Ill. Das System 


dy M ds P 
nn dalhen uf ls BB ) 
(8.) de’ N’ m" () ‚ba 
wo M, N, P, 0 Polynome von x sind, ergiebt die Differentialgleichung 
d’y \M P\ dy (d M_ MP 
Q, _ er - le u = = () 
9.) u ar ihr” Ude N' r 
oder 
} d’y re ‚dM R dN r p! N 
(10) N?Q 2 +N|MQ-+NP| +10 (NT, - MT )+MNP|y=0. 


Wird der Grad von M nicht höher als der von N, der Grad von P nicht 
höher als der von Q angenommen, so ist der Grad von NO gleich oder 


u. Br 2 d 2 i 
grösser als der Grad der Üoefficienten von und y in (10.). Diese Be- 
dingung ist in (7.) erfüllt -— # g=- der Grad von M nicht 
ingung ist in (7.) erfüllt, wenn p = v’ 1=yxr der Grad von M nicht 
höher als der von N, der Grad von M’ nicht höher als der von N’ ist. 
= M P 
Für e=x sei nun in (8.) Een dann hat bei 2 = x 

dy MM 
— + — y=VU) 
de N J 
i u ‚ ds P a 
den fundamentalen determinirenden Factor e’”, a iu 0 als diesen 
di. 


Factor e”, « werde von / verschieden angenommen. Die Differential- 
gleichung (9.) sei durch F;(y, x) = 0 bezeichnet. Dann ist in 

e”F,(e”y, 2)=0 undin e””F;,(e”y, =) = 0 
bei e=»x der charakteristische Index gleich 1. Daher wird F,(y, x) = 0 
bei e=»x durch zwei Entwickelungen erfüllt 


q . R . 2 PR 
[22 er.” (1-+ cz ') 
. l 
x - -n . . ) EU 
(11°.) al A (14 5 c“z ), 
. 1 


die eindeutig bestimmt sind. Geht Differentialgleichung (9.) aus (7.) her- 
. . Y . ® \ ' 4 { —ı o\ 
vor, so convergiren die Entwickelungen in (11.) 1+ & ce” (b = 1, 2) ausser- 
l 
halb eines gewissen Kreises um den Nullpunkt als Mittelpunkt; denn die 
Integrale aus (6.) haben bei e=x Ausdrücke wie (11.). Sonst con- 
vergirt wenigstens die Entwickelung aus (11°.); da das aus 


dy M 


(12.) p N Y —() 


d.r 
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bei 2=» hervorgehende Integral einen Ausdruck wie (11”) hat. Diese 
convergenten Entwickelungen enthalten gemäss (6.) bezüglich (12.) im all- 
gemeinen unendlich viele Glieder. 
5. 
Die Integration der vorgelegten Differentialgleichung zweiter Ordnung. 
i. Von dem homogenen linearen Differentialausdrucke zweiter Ord- 
nung mit rationalen Coefficienten F,(y, x) soll sich nach Nr. 3 ergeben 
haben, dass derselbe durch ein System 


(1.) f'w 2) = m. FW, ©) 


darstellbar ist, wo f’, f'” solehe Differentialausdrücke erster Ordnung sind. 
Dann war nach Nr. 3 II für f"(y, x) der Ausdruck 


0) x (1) 
(2) dy _ yaN R; 


3 dlogP (x) | 
+2 + y 
ermittelt, für f”(y,. x) der Ausdruck 


dx I dx Tr z-ıa, dx 


VO : 2) 
a dy, Fa dWwW®) 5 R‘ u TR dloge (x) 
(3.) dx t de 4 u dx \Iı 


Die Differentialgleichung f"’(y, x) =0 hat zum Integral, abgesehen von 
einem eonstanten Factor, 
x (1) 


E \ AR e% 
(4.) u, = e" "I (z-a,) ‘ b(r), 


1 
die Differentialgleichung f”’(y,. x) = 0 hat zum Integral, abgesehen von 
einem ceonstanten Factor, 


PRO) 


- (2) .;* re 
(5.) u, = e” N(c-a,) 
l 
Die Ditferentialgleichung F,(y, x) = oder f’(y, x) = y., f"(y.,x)=0 hat 
die beiden linear unabhängigen Integrale (vgl. Abh. Bd. 96 Nr. 2) 
(6.) A TE [ ur'u,de. 


Wenn die Differentialgleiehung A;(y, x) =0 in zwei getrennte homogene 
zerfällt, so hat dieselbe gemäss Nr. 3 III ausser dem Integrale y'’ = u, 
ein Integral 


z RO: 
zen ! 


„w@) a ‘a 
(7.) u, = e" N(c—a,) P,(®). 
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Die Differentialgleichung F,(y, 2) =(0 hat dann auch die beiden linear- 
unabhängigen Integrale 


(1) (2) 


(8.) Yu, Ya 
Il. Die Entwickelung der Integrale (6.) u, u,/u'wdr und der 
Integrale (8.) u,. u, im Bezirke eines singulären Punktes von F,(y, x () 
im Endlichen a, (a=|1,...,z) und die Berechnung dieser Functionen (vere!. 
A) Die Function «, (4.) hat bei einem solehen Punkte a den 
Ausdruck 
2 (1) p(1) 7/ 
(9.) u, e" (z-a)" f(r—a), 


wo . (1) z RR 
e ist der in dem Producte e"” enthaltene fundamentale determinirende 


Factor bei dem Punkte a, f(e—a) von der Form > k,(2—a)‘, Modk, >. 
Die Entwickelung von f(z—a) convergirt in dem Bezirke des Punktes a 
von F,(y, x) =0. Kine Recursionsformel für die Coefficienten %, mit con- 
F.(e” y,2)=0. Die 
Werthberechnung des Integrales u, erfolgt unmittelbar aus dem Aus- 


stanter Anzahl der Glieder ergiebt sich aus e 


drucke (4.). Das Entsprechende gilt für «.. 


Die Function u; 'u, hat bei einem solchen Punkte a den Ausdruck 


(10.) u 'u, e(z— a) f(x —a), 
wi?) 41) - } (1) (2 . Y\ 
woe"=e ”, @“ der in dem Producte e' ev’ der in dem Produete e 
enthaltene fundamentale determinirende Factor bei dem Punkte a, u = w ’— ın' 
also gleich Null oder von der Form X, ist, r= R®—-g— RW 
ı (Ta, 3 


T ! \r PR . y . > . 
fi(z—-a) = YSk,(x—a)‘, Mod.%k, => 0, die Entwickelung von f,(z—.a) convergirt 
0 


in einem gewissen Kreise um a als Mittelpunkt. 
B) Die Grösse # in (10.) sei gleich Null. 


Dann ergiebt sich als Entwickelung von / u 'w,dx, wobei das eon- 


stante Glied annullirt wird, wenn r nieht ganzzahlig ist 


‚, (z—ay+tt! 


(11.) / u; u,de = > a 


r+a+]l 


Wenn r ganzzahlig ist und in (@—-a)f,(x—a) das Glied en den Üoef- 


fieienten k_, hat (wo k_, Null sein kann), so tritt zu dem Ausdrucke (11.) 
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in welchem das Glied, wo r+a—1=0 ist, fehlt, noch der Summand 
k_,log(x—a) hinzu. 


j 5 ® . f} ö 1 : 2 
Das Integral u, fu, 'u,d.e wird, wenn r nicht ganzzahlig ist, (er) = er gi‘ 
c eu“ ) i (2 Den m ( ) _ 
(12.) (2—a)" >ce,(2-a)‘, Mod.c, => 0, 
2 


wo I c,(2-0)' in dem Bezirke von z=a bei F,(y,x)=0 convergirt. 
Eine FOGRERNeIÄNENDRR: für uni Coeffiecienten ce, mit econstanter Anzahl der 
Glieder erfolgt aus e”” ’F,(e"”y,x)=0. Diese letztere Differentialgleichug 
hat bei e=a den charakteristischen Index gleich Null. Aus derselben 
erfolgt die Berechnung der Entwickelung 3 0,(@-a)' und ihrer Differential- 


quotienten mit vorgeschriebener Annäherung innerhalb des Bezirkes von 
z—=.a bei F,(y, 2) =0 nach Abh. Bd. 91 Nr. 3 I und II, indem sich nach 
den dortigen Angaben ein Werth M gleich oder grösser als der Modul der 
Function ergiebt, und unter Zugrundelegung dieses Werthes die Theilung 
der Reihe S in S=S’+S’, wo Mod.S” unterhalb einer vorgeschriebenen 
Grösse liegt. 


Das Integral «u, / ur'u,de wird, wenn r ganzzahlig ist, gemäss (9.) 
2) 2) _, ; 
(13.) e” (2 -ao)' je’ ec, (za) +k_,(2-a)" "f(z-a)log(z—a)\, 


wo Fc\(x—-a)‘' in dem Bezirke von a bei F,(y,. x) =0 convergirt (Abh. 
R' 


3d. 96 Nr. 13). Aus der Differentialgleichung e”” ’F;(e” ’y, x) = 0, die bei 

— a den charakteristischen Index gleich Null hat, ergiebt sich dann (Abh. 
Bd. 96 Nr. 15) eine homogene lineare Differentialgleichung mit rationalen 
Coeffieienten und dem Coefficienten der höchsten Ableitung gleich 1 und dem 


charakteristischen Index gleich Null bei z = a, welcher (e— EB 2a OH Zei (@—a) 
genügt. Aus derselben erfolgt eine Recursionsformel für die Coeffieienten 
c, mit constanter Anzahl der Glieder und die Werthberechnung dieser 
Funetion und ihrer Differentialquotienten in einem gewissen Kreise um 
x=.a als Mittelpunkt nach Abh. Bd. 91 Nr. 3 I und II. 


Die Integrale in A) «, und «,, in B) (12.) (13.) haben die Form 
von normalen Integralen (vgl. Abh. Bd. 115 S. 145). 





dl 


h 
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. .. . . 7. ] \ ’ 
C) Die Grösse « in (10.) sei von der Form u ( = 3 
z—a/ ı (2-a) 


1 


Dann hat u7’u, die Entwickelung 


{ Y FT. 
— \7 &) f \a v { h ! 
(14.) um, = (2—-a) 2 e,(z-a) +3 c,(2-a)‘ - 


0 Fe 


Diese Entwickelung sei durch (z-a)w(r—a) bezeichnet. Die Funetion 
/ ur'u,dz, in deren Entwiekelung das constante Glied annullirt werden 


soll, wird vermittelst bestimmter Integrale ausgedrückt. Ein Integral über 
die Peripherie des Kreises um den Nullpunkt als Mittelpunkt mit dem 
Radius 1 in positiver Richtung von 1 an bis zu 1 zurück erstreckt, werde 
durch / bezeichnet. 

1 


we. 


C,) Der Exponent r in (14.) sei nicht ganzzahlig. 


a) Die Grösse / u, 'u,de nämlich 


° : | . 2 0,(z—a)tı+! 2 c,(r—a 
(15. (z—-a)w(s—-a)de = 3 —- >> 
\ / IK / p\ J ET r+-a+]1l ' TB r+a4 l 
wird durch das bestimmte Integral 
\ | a a’ de 
(16.) z-a)* / y((e-a)e) ;.;— 


| 
ausgedrückt. In (16.) ist dann unter dem Integralzeichen für w(r—a) 
wieder der Ausdruck ef, (z—a) zu setzen (Abh. Bd. 96 Nr. 16 A), 


Das Integral «, fu 'u«,dr erhält dadureh den Ausdruck 


164 de 


\ (2) a 2 / \ / \ \ 
(2 — a)" rt / e’f(z-a)fi( (c-a)e) ;- 
. \ e” BR 


(17.) | 


Er / \ 
7 a .(ı)f ne tu! y 
7, u! ca ) '  \(z-a)o 





Die Entwickelung f(z—-a) convergirt in dem Bezirke von z=a bei 
F,(y, x) = 0, die Entwiekelung f,(c—-a) in einem gewissen Kreise um 2 = a 
als Mittelpunkt; in dem gemeinschaftlichen Gebiete, abgesehen von 2 = a, 
gilt der Ausdruck (17.). Dagegen bleibt die durch das bestimmte Integral 
in (17.) ausgedrückte Function in einem einfach zusammenhängenden end- 
lichen Gebiete, das von singulären Punkten von F;(y, x) = V nur den Punkt a 
enthält, abgesehen von diesem Punkte einwerthig und stetig. In dem Be- 
ziike von z=a bei F,(y, 2)=0 hat diese Function eine Entwickelung 


27* 
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der Form 


(18.) EK(c-a) +3 K(c—a)‘. 
() 
Der Coefficient K, (e = —%x---+x) in dieser Entwickelung geht aus dem 


Ausdrucke (17.) hervor. Die Grösse e’ hat die Entwickelung 


- 7 4 FE \ 
(19.) ei. 29-,(@-a) A 


. . a} 2 1 y. . 1) 
wo die g_, ganze rationale Funetionen von che Eine Reeursionsformel 


für die g_, erhält man aus 
ds ee du \ 


(20. + — 
0.) d.r dx and 0. 


u 


dx 
Die Grösse f(r—a)fı((e—a)«e) hat die Entwickelung Sh,(z—a)‘, wo die 
0 


h, ganze rationale Ausdrücke von «. Eine Reeursionsformel für die k er- 
folgt vermittelst (4.) und (5.) aus 


di dlogf dlogf, 
(») za o ec >11] un 
2 1.) dx ( dx | dx ) ö 0. 


Aus (17.) ergiebt sich dann 


R n 
22.) ei ar ea 
\ 4 ı r « k e“ De 


wo die A mit negativem Zeiger gleich Null zu setzen sind. Die Inte- 
. ' l Pal 1 

crationen in (22.) sind Integrale / ode = 

> . ( ) oO errir_—] r--a+1 

und man erhält aus (22.) K, durch eine einfach unendliche Reihe ganzer 

rationaler Ausdrücke gegebener Constanten dargestellt (Vgl. Abh. Bd. 91 Nr. 2). 

Eine Recursionsformel für die X, mit constanter Anzahl der Glieder erfolgt 


a ganzzahlig 


aus AR,(y,c)=V0. 

b) Aus dem bestimmten Integrale (17.) ergiebt sich folgende für 
den praktischen Gebrauch geeignete Darstellung der Function, die zur Be- 
rechnung der Function mit vorgeschriebener Annäherung dient, ebenso zur 
Werthberechnung des Coefficienten K, (22.) und auch in der Reihe für X, 


( 


einen Stellenzeiger giebt, so dass der Rest unter einer vorgeschriebenen 
Grösse bleibt. (Abh. Bd. 96 Nr. 18). 
Jede der Entwicklungen 


=> pas | 
A) e tal ee =, fra) = Say, fılle-a)e) = Sa 
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nach Potenzen von z—a sei in zwei Theile getheilt, S=S+S', wo S die 
Glieder bis zu einem gewissen Stellenzeiger enthält, S’ die übrigen. Nun 
wird ein Kreisring um z=a als Mittelpunkt in dem gemeinschaftlichen 


(sebiete der Entwickelungen f(e—a) und f;(=—a) angenommen. In dem- 


) 
selben sei für die einzelne Reihe S Mod.S = M, Mod.S” —__ e, so ist 
Mod.S’ = M+e. Es werde das Produet 

(24.) tt 
gesetzt. Das Integral 

(25.) FREE Er 
ist eine ganze rationale Funetion von e—-a und (2—a)” mit Üoefficienten, 


die ganze rationale Ausdrücke der Constanten in den Entwiekelungen mul- 


tiplieirt mit Grössen sind. Das Integral, welches den Rest ausdrückt 


2-41 


" Taeda 
[® . \ 
(26.) / e? ri | 


| 
liegt in dem betrachteten Kreisringe dem Modul nach unterhalb einer vor- 
geschriebenen beliebig kleinen Grösse, indem das Entsprechende in Bezug 
auf T erzielt wird. Ein solcher Kreisring, wie hier verlangt wird, ergiebt 
sich direet aus den Ausdrücken für «, und «, (4.) und (5.), ebenso ein 
Werth für M. Die Theilung der Entwickelung S=S’+S” erfolgt nach 
den Angaben Abh. Bd. 96 Nr. 1811. 

In demselben Kreisringe ist der Modul des bestimmten Integrales 
in (17.)= C, der Modul der Grösse (26. 
Werthe sind, daher der Modul der Funetion (25.) = C+z. Für die 


— x, wo C und z bekannte 
Differentialquotienten der Reihenentwickelungen dieser drei Funetionen er- 
hält man dann nach Abh. Bd. 96 Nr. 18 (1.) ete. positive Grössen, welche 
die Moduln dieser Differentialquotienten in dem Kreisringe übertreffen und 
die bezüglich C, z#, C-+z proportional sind. 

Um den Werth des Coeffieienten K. zu berechnen. wird derselbe 
vermittelst des Ausdruckes der zu entwickelnden Funetion aus (17.) dureh 
ein bestimmtes Integral ausgedrückt und dieses in derselben Weise, wie 
bei (23.) ete. behandelt. Auf dieselbe Weise erhält man auch einen Stellen- 
zeiger v in der Reihe (22.), so dass, wenn » überschritten ist, der Rest 
der Reihe dem Modul nach beliebig klein bleibt, nach den Angaben Abh. 
Bd. 95 Nr.2 II b. 
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C,.) Der Exponent r in (14.) sei ganzzahlig. 
a) Die Entwickelung (14.) (e—a)'w(z—a) sei gleich F(z—.a) gesetzt. 


Rap j n I } = k * \ 
(27.) P(a-—a)= Ik(z-a)+ 5 k(e-a)' = E - +$(2r—a). 
m —) Em 
Es ist 
\ R vs n/ < co 
28.) = sr /S WRb)dt, 


1 
wo R der Radius eines Kreises um z=a in dem Entwickelungsgebiete 
von #. Die Funetion / :@-a)da wird in folgender Weise mittelst be- 
stimmter Integrale gegeben (Abh. Bd. 96 Nr. 16 B). Es sei 


Bi fo "gen \ 
= h(e-a) — p(z—a), 


(29.) 





—ı 
E k,(@-0)‘ = (v-a)4((@-a)"') 


gesetzt. Nun ist 


.. kr — a)‘ - \ e log? dp 
(: i ur... = (T—MU) ( ( z—-A 2 - r : 
se weht eg log ß\ dB 
(31.) 3 — = —(z-a)" / xl(e-a)! 
(31. = a-+1 N / . AN / 2mi 2niß 


l 
Ferner ist, wenn R' und R Radien von Kreisen um z=a als Mittelpunkt 
in dem Entwiekelungsgebiete von ?(z-a) sind und R<R" ist, gemäss 
der Cauchy-Laurentschen Integralformel für (x —a) 
"daR" (R"I)-' 
2rni 1—(z—a)(k'))-! 


(32.) pla—a) = / PR"), Mod(@-a)R""< 1, 


1 

| ' dAR' R') 

aan n a!) 
33) z(e-")-) ya Gar 


l 


(Ri), Mod(z@—a) 'R <1. 


Diese Ausdrücke für p(z—a) und z((x—-a)”') werden in (30.) bezüglich 
(31.) eingesetzt, alsdann sei 


loe d dd R 
e = (r-a)V(r—a). 


(34.) (T—A) / p((x—a) 
N 


2ni / 2niß 
r ® f loe 3 d? 
2 | —] S/ | ni 
I) — (2—4) v\(2—a) =) > = (z-a)" W((z-a) 
| J AN 2ri / 2niß ( ) 
1 


gesetzt. Nun hat man 


(36.\ /P(z-a) de = k_,log(e—a)+(2 -a)V(ze-a)+(2—-a) 'W((z—a)'). 
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Unter den Integralzeichen / ist nun für F(z—a) wieder der Ausdruck 


Lt, N 
(-) 


(—a)e fı(2—a) 


zu Setzen. 


Das Integral «, u, 'u,dr erhält jetzt 


oz), 





te (da u=(z—a)" e f(z-a) R'’=R”—-g-—r ist) 
E folgenden Ausdruck: 
(2 (1 
2 | (2-a)* "te fla-a) 
(37.) nr 
| x !k_log(2e—-a)+(2—-a)V(e—-a)+(2—-a) W((z-a) 
wo 
l n : n er » 1.“ wi TE 
a —_), | "dB L'dAR" e2f(e—a)(R"Iy-'f CR" 
e f(z-a)V(z—a) / I / | a A En; 
. 2niß « Ini ER loed OR"; 
38.) | | de FT g 
‚ l \ 1 
Z = w®( tl or } 
\r-a/ \R')/ 
.(- u) Wr: N "GR "dAR eif(z—-a)(RAy+t'f (R')) 
e f{z-a)W((z-a)') = — / 3 | | Me 
E 2nıß.» Irıi ‚ _, logP R'; 
39.) | | a 
it 5 
nur Br v3 l 
;S Z 0 ( Ful —--) 
z—a/ \R,’/ 





ist. Die Entwickelung f(e—a) convergirt in dem Bezirke von a bei 


die Entwickelung f‚,(e—-a) in einem gewissen Kreise um a als Mittel- 


punkt, die Radien AR und AR’ sind innerhalb des gemeinschaftlichen Ge- 
h bietes anzunehmen. Der Integralausdruck (38.) gilt, solange mod. (e—-a)<R 


(abgesehen vom Punkte a); der Integralausdruck (39.) solange 
R' < Mod. (r—-a) <R,, 

wenn R, der Radius des Bezirkes von a bei F;(y, x) = ist. Der Ausdruck 
für die Summe 

Be en Abe wm —) & 
(40.) (@-a)e "fa -a)V(z-a)+(z-a)e "fa -a)W((z-a)'), 
worin die beiden Integralausdrücke (38.) und (39.) eingehen, gilt, so lange 
R' < Mod.(e-a) <R. 
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Die durch (40.) ausgedrückte Function aber bleibt in einem einfach zusammen- 
hängenden endlichen Gebiete, das von singulären Punkten von F;(y, x) = 0 
nur den Punkt a enthält, abgesehen von a einwerthig und stetix (Abh. 
Bd. 96 Nr. 13). In dem Bezirke von z=a bei F,(y,x)=0 hat diese 
Funetion F(x—a) eine Entwickelung nach Potenzen von z—a. Der Coet- 


fieient A, (= — x 4x) in dieser Entwiekelung wird durch das Integral 
= 2 hie d£öR ce c-iIm)i = 
(41.) K. = / 5; (RO) FRE) 


1 
ausgedrückt, wo R<ZR<ZRT genommen wird. Zur Darstellung von (41.) 
unter Benutzung der Integralausdrücke (38.) (39.) werden die Grössen 


42.) n 2 _ 
RR 81 MAN ma 081 | 
1—(z—a) ni (RA) 1I—(z—a) Pr R') 


durch ihre Entwiekelungen nach Potenzen von xz—a ersetzt. Alsdann 
sind bei jedem der beiden Summanden die vorkommenden Grössen unter 
die Gesammtheit der Integralzeichen zu stellen. Die Entwickelungen 
werden mit einander multiplieirt, wobei die Stellenzeiger der Glieder alle 
positiv genommen werden. Alsdann wird in den einzelnen Gliedern integrirt. 
Die Integrale 
43) j RaRan | fRORaE | (X log By _ dB 
1 


2ni ’ 2ni 2ni / 2niß 
1 l 


sind, wenn a = —1, gleich Null, sonst gleich 1, das letzte gleich 3 
+ 


b ganzzahlig und — 0). Es erfolgt für K, (ebenso für k_, (28.)) eine 
(von R, R', R" unabhängige) einfach unendliche Reihe ganzer rationaler 
Ausdrücke gegebener Constanten (Abh. Bd. 96 Nr. 17.). 

Eine Reeursionsformel für die X. mit eonstanter Anzahl der Glieder 
ergiebt sich, indem man nach Abh. Bd. 96 Nr. 15 aus F,(y, 2) = 0 eine ho- 
mogene lineare Differentialgleichung mit rationalen Coefficienten und dem 
Öoeffieienten der höchsten Ableitung gleich 1 herleitet, welcher die Func- 
tion (e—a)" = F(z—a) genügt. 

b.) Aus den bestimmten Integralen (38.) (39.) erhält man nun auch 
für die Funetion (40.) eine Darstellung, welche der Formel (25.) analog 
ist und in einem Kreisringe um x =a als Mittelpunkt innerhalb des Kreis- 


ringes mit den Radien AR’ und R” gilt. Die dabei auftretenden Integrationen 





1en- 
=) 
\bh. 
lese 
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2ni. 2rüi . 


De A LEE nn en li 
sınc - -— bezüglich —, zu denen, wenn K. (+41. 
‚ Imi Irıi 
1 ] 1 


"dER 


Irri 


((oder k_, (28.)) berechnet werden soll, noch die Integration / hin- 


zutritt. Die weitere Behandlung ist dem früheren Falle bei (23.) ete. ent- 


sprechend, 
III. Die Entwickelung der Integrale (6.) w,, u, /f u'w,dx und 


der Integrale (8.) u,, u, im Bezirke eines nichtsingulären Punktes a von 
F,(y,2)=0 im Endlichen und die Berechnung dieser Functionen. 


Die Entwickelungen der beiden Integrale von F,(y, x) =0 haben 
. \ n 1 5 5 , . ' 
die Form 3 c,(2—a)‘ und gelten in dem Bezirke des Punktes «a, eine he- 


cursionsformel für die Coefficienten mit constanter Anzahl der Glieder er- 
viebt sich aus R,(y, <) =. 

Man erhält unmittelbar aus (4.) und (7.) die Entwicklungen von «, 
und 4. 

Die Grösse u7'u, hat, wenn in dem Punkte a die Funktion P(x 


in «u, nicht verschwindet, eine Entwicklung der Form I e\(z —a)‘, mod. ce, — 0, 


daher das Integral «, /ur'u, de den Ausdruck 


e\ (x PER a) T 1 


TV. 
(44, u8 
\ du a+l 


/ 


Wenn ina 2(@)=0 ist, so hat ur'w, eine Entwickelung der Form 


0_ ei K Ku, 
a -S c(r-a)‘, und das Integral uw, / u; 'u,dre den Ausdruck 
(2—a)‘ 0 ' . . | 
(+), u | 
N . . z—a T a—+1 ) 


Die Werthberechnung der Functionen «,, «, erfolgt unmittelbar aus den 
Ausdrücken (4.) und (7.). Die Werthberechnung der Function u, / u 'u,dır 


geschieht vermittelst der Differentialgleichung F;(y. x) = 0, wie bei (12. 
angegeben ist. 
IV. Der Umgang um einen singulären Punkt a von F,(y, x) = (U im 


. 


Endlichen «bei den Integralen (6.) u,. 4, / u; 'u,de und (8.) u,, it. — Die 


Differentialdeterminante dieser Integrale. 
Bei dem Umgange um einen singulären Punkt a von F;(y. x) = 0 
Journal für Mathematik Bd. CXVII. Heft 5. 
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w : (1) 
R n R h ri s +?rriR 
im Endlichen a=a, (a=1,...,z) geht u, (4.) über in e " u, das Vor- 
zeichen + bei dem Umgange in positiver Richtung, das Vorzeichen — bei 


dem Umgange in negativer Richtung. Entsprechend verhält sich «, (7.). 


Die Funetion / ur'w,dx geht, wenn r= R”—g—R“ in (10.) nicht 


sanzzahlig ist (11.), (15.), in et" u, '«,de über, daher das Integral 


«u, / uz'u,de (12.), (17.) in 


rs ‘ +2miR ER 
(46.) e ® U, / u, Us dx. 


Die Funetion / ur'u,da geht, wenn r= R”—g—R' in (10.) ganzzahlig 
ist (s. nach 11.), (36.), über in / u,'w,de +2ni k_,, daher das Integral 
u, / ur'wdz (13.), (37.) in 


+2miR | 


Fu milk ® N ! 
44.) e ‚it, [u 'wde+2nik_,u,\- 


Die Determinante D der Integrale (6.) «,, u, [ ur'u,de und ihrer 


ersten Differentialquotienten (Differentialdeterminante) ist 


/ /9\ (9) 
<) £) 


‚(1) ’ * (l), Rp 
ww‘ R -R 
(48.) D = u, = € 11 (2—a,) a 
1 


Die Differentialdeterminante der Integrale (8.) «,, «, kann sich von dem 
Ausdrucke (48.) nur um einen constanten Factor unterscheiden. Dieser 
constante Faetor ist direet aus dem Ausdrucke der Determinante 


49. er ( Hogpi ö, dlogu, ) 
\ 7 ar3 
dx dx 


zu entnehmen. 

V. Das Verhalten der Integrale (6.) u,, u, [ ur’ u,da und (8.) 1, 
u, bice=x. 

Hier wird folgende allgemeine Bemerkung gemacht. 

Zur Darstellung der Integrale einer homogenen linearen Differential- 
gleichung mter Ordnung mit rationalen Coeffieienten F,(y, 2) = 0 beir= x 
wird (vgl. Abh. Bd. 96) die Substitution ==" vorgenommen, wodurch 
F,(y.x2) in (—-f)"F,,(y, t) übergeht, alsdann sind die Ausdrücke der Integrale 
von F,y.Ö=0 bei t=0 aufzustellen. Aus den aufgestellten Ausdrücken 


werden die Entwickelungen hergeleitet und in diesen wird t= — gesetzt. 
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Man kann aber auch in die aufgestellten von £ abhängenden Ausdrücke 


selbst für / wieder - einführen. alsdann aus letzteren Ausdrücken die 


Entwiekelungen vornehmen (ebenso umgekehrt ;‚ für © einführen). Wenn 


die aufgestellten Ausdrücke der Integrale bei = x schon ursprünglich 
enthalten, so ist es zweckmässig aus diesen Ausdrücken selbst die Ent 
wickelungen herzuleiten. 


Irgend ein Integral von F/(y, ) = 0 bei t= 0 sei durch den Ausdruck 


0.) u, / dtu; u, F It u, dt 


/ 


segeben, wo die « normale Elementarintegrale sind, das constante Glied 


bei den Integrationen jedesmal annullirt wird. In den Ausdruck (50.) wird 


. FR l 2 r . . > 1 . 
direet für £ dureh t= die Variable z eineeführt, wodurch derselbe in 
T . 


- di h “di 
(51.) tt, / da N uU, U, / | u, u dx 
j « + A « . 


dx 
übergeht, wo das eonstante Glied bei der jedesmaligen Integration annullirt 


U 2 002.2 Kö; | 

werden muss, da die Substitution £=—- in der entsprechenden aus (50. 
Tr 

hervorgehenden Entwiekelung kein eonstantes Glied liefert. Die Integral- 

functionen in (»1.) kann man nun durch die bestimmten Integrale aus Abh 


Bd. 96 Nr. 16 (hier die Formeln Il (16.). (36.)) direkt ausdrücken. Dazu wird 


dort « = Ö gesetzt. Gonvergirt die Entwickelung z’w(r) = x \ N e,r'" +3 


GC. 


ausserhalb eines Kreises um 2=0 als Mittelpunkt, so bleibt für dieses 
Uonvergenzgebiet die Formel (16.) bestehen, ebenso die Formel (36.) (wo 
1 
i 


log x statt 100 


(e—a) steht) in dem Kreisringe mit den Radien R’ und R 
Entsprechend bleiben alle Betrachtungen in Abh. Bd. 96 Nr. 16 unverändert 
(vgl. dort IID). An Stelle der früher unter den Integralzeichen vorkommen- 


L 


den Grössen der Form e(z—a) I k,(r-—a)‘, u=V0 oder Ne_,x—-a)” treten 

j \ . 4 1] \ ] . 7 . 1° 

solche der Form ew’ Ih —), e=0 oder Fe,e. Ebenso bleiben die 
Mh 1 


auf die bestimmten Integrale sich gründenden, hier in II gemachten Be 
trachtungen zur Bestimmung der Coefficienten in den Entwickelungen und 
zur Werthbereehnung der Funetionen unverändert (entsprechend Abh. Bd. 96 
Nr. 17, 18). Es besteht ferner auch bei = unverändert die Methode 


IQ* 
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(Abh. Bd. 96 Nr. 15), aus der ursprünglichen Differentialgleichung solche homo- 
genen linearen Differentialgleichungen mit rationalen Coefficienten herzuleiten, 
welcher die Faetoren der Logarithmenpotenzen genügen. Das Verfahren 
zur Bestimmung des Resultates des Umganges um einen Punkt, hier IV 
(Abh. Bd. 96 Nr. 19), bezieht sich bei 2=0 auf einen Ausdruck der Form 
(50.) und ist bei @=oo unmittelbar auf einen Ausdruck der Form (51.) 
anwendbar. Die Differentialdeterminante D’ der von t abhängenden Integrale 
und die Differentialdeterminante D derselben von x abhängenden Integrale 
m(m—1) 


s : dt 2 a 3 \ 
stehen in der Relation D= -) D' (vgl. Abh. Bd. 96 Nr. 20 (4.)). 
Jede dieser Determinanten geht aus einem Ausdrucke der Form (50.) be- 
züglich (51.) hervor (Abh. Bd. 96 Nr. 21.). 

Bei der hier vorliegenden Differentialgleichung F;(y, x) = 0 sind die 


Integrale bei 2=x direct von x abhängig gegeben durch die Ausdrücke 
(6.) 44, u, [ur'u,de oder (8) w,, . Die Entwiekelungen und Be- 


reehnungen derselben erhält man nach dem Vorhergehenden unmittelbar 
aus diesen Ausdrücken nach dem Verfahren von II bezüglich III; ebenso 
das Resultat des Umganges um z= x nach IV, die Differentialdeterminante 
durch den Ausdruck (48.). 


Fin 
; Pan , 
\ / 


VI. Die Fortsetzung der Integrale (6.) «,, u, /ur'u,de und 
. 

A) Durch die singulären Punkte von R,(y,z)=0 a, (a=1,...,2) 
und den singulären oder nicht singulären Punkt = x sei eine in sich 
zurücklaufende sich selbst nicht schneidende Linie gezogen, wodurch die 
Constructionsebene in zwei Gebiete E,, E, zerfällt. Die Funetionen u,, «; 
verlaufen in jedem derselben einwerthig; «, verhält sich in dem Verlaufe 
analog u,. In einem dieser Gebiete E, seien die Werthe von log(x —a,) 
a=]1,...,z2) und loge im Bezirke von 2=x fixirt, und daher auch die 
Werthe von Grössen (x—a,), x. 


Die Entwiekelung der Funetion fur’ u.de = J ist bei jedem dieser 


r 


Punkte ohne eonstantes Glied angenommen. Die Function J ist in E, ein- 
werthig (III). Diese Grösse J sei in E, bei a, (a=1,...,z) durch J,, bei 
x =» durch J,,, bezeichnet. Dann geht in E, Jin Auıte (Anm) 
über und also J,., in J,—c,, wo die e, zu bestimmende Constanten sind. 
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Das Integral von F,(y,2)=0 w=y’ verläuft in E, einwerthig, 
ebenso das Integral u,J,, dasselbe sei durch y{” bezeichnet. |’ geht in E, 
über in e,y’-+y(, und daher y‘?, in —e,y’+y”. 

Die Constanten in den Substitutionen bei Umgang der Integrale y', 
y‘” um den singulären Punkt a, bezüglich x = x sind in IV und V bestimmt. 

Bei einem nichtsingulären Punkte z=e ist die Entwickelung von 


u'u,de =J. ebenfalls ohne eonstantes Glied aneenommen. Lieet der 
/: 1 1772 » F 


Punkt ein E,, so sollen «, und u, einwerthig in die Werthe in E, bei dem 
Durchgange zwischen «a, und a,,, übergehen, liegt der Punkt e in E,, so 
ist dieses auch der Falle Dann geht auf demselben Wege J, in J,+7,. über 
und auf dem umgekehrten Wege J, in J,—y,., wo 7,. eine zu bestimmende 
Constante ist. Das Integral von F,(y,2)=0 u, =y"’ verläuft auf diesem 
Wege einwerthig, ebenso das Integral u,J., dasselbe sei dureh y! bezeichnet. 


b 


(2) N ’ 73 Er (1) I „2 
y‘’ geht dabei in y,.y’+y! 


-) 


' über und y/? auf dem umgekehrten Wege in 
—7.y"’+y%”. Bei einem zweiten nichtsingulären Punkte e' sei eine y ent- 
sprechende Constante durch 7,.., bezeichnet. 

Um nun die Fortsetzung eines Integrales (6.) oder (8.) von einem 
Punkte auf irgend einem Wege zu einem anderen Punkte zu bewerk- 
stelligen, kann man diesen Weg so redueiren, dass die vorhin angegebenen 
Substitutionen zusammenzusetzen sind. Die Fortsetzung wird also durch 
Anwendung einer endlichen Anzahl von Substitutionen vollzogen. 

B) Um die angegebenen Constanten ec, (a=1,....2+1), y, y aus- 
zudrücken, die in den Substitutionen beim Uebergange von einem Punkte 
zu einem anderen vorkommen, kann man entweder aus einer Gleichung wie 

92.) = ag +yanı 
die Constante c, bestimmen in einem Punkte, wo y“ = wu, nicht verschwindet, 
oder man kann das Gleichungssystem 


Yo = ay ya; 
(93.) | dy‘“ dy) dy), 
= &, - 
dx '. 62 dx 


nach der Constanten ce, auflösen, der Ausdruck der Determinante ist in IV 
segeben. Dieses geht unmittelbar an, wenn die Entwicklungsgebiete von 
y> und 9y),, die Bezirke der beiden bezüglichen Punkte, einen gemein- 
samen Theil haben. Wenn kein solcher gemeinsamer Theil der Ent- 
wickelungsgebiete vorhanden ist, so wird eine lineare Substitution für x 
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x = R(£) angewandt, durch welche ein Kreis, der im Innern den Punkt a 
bei welchem y{? entwickelt ist, und auf der Peripherie den Punkt b, bei 
welchem y"’ und y\%, ihre Entwickelungen haben, und der sonst keinen 
singulären Punkt von F,(y, 2)=0 im Innern enthält, conform auf den 
Kreis um £=0 als Mittelpunkt mit dem Radius 1 abgebildet wird. Die 
Integrale werden dann als Functionen von 5 dargestellt, und wird (52. 
oder (53.), wobei nach S differentirt wird, angewandt. Wenn ein Kreis 
von dieser Lage nicht vorhanden ist, so kann man bei z=a und z=b je 
eine lineare Substitution anwenden und die Integrale nachher wieder als 
Funetionen von x betrachten, oder es sind nichtsinguläre Punkte bei denen 
die Integrale entwickelt werden, einzuschieben. Die Ausdrücke der Func- 
tionen werden unter Anwendung der bestimmten Integrale aus II. erhalten 
gemäss den Angaben Abh. Bd. 96 Nr. 20 (vgl. Abh. Bd. 107 5. 58 und 64). 


C) Die vorhin genannten Constanten ce, (a=1,....2+1), y, y in 
den Substitutionen beim Uebergange von einem Punkte zu einem anderen 
nehmen im Allgemeinen eomplieirte Ausdrücke an. Es ist daher wesent- 
lich die Werthbereehnung dieser Constanten mit vorgeschriebener Annähe- 
rung durehführen zu können. Zu dem Zwecke geht man auf den Aus- 
druck F;,(y, x) in der Differentialgleichung F, = 0 zurück. Entwickelt man 
bei einem nichtsingulären Punkte von F;(y, x) = 0 Integrale, so kann man 
die Werthe dieser Entwickelungen und ihrer Differentialquotienten innerhatb 
des ganzen Bezirkes des nichtsingulären Punktes mit vorgeschriebener An- 
näherung bereehnen (vgl. III). Um möglichst einfache Constanten in den 


Entwiekelungen zu erhalten, kann man bei dem nichtsingulären Punkte 


- . > dy, 
die Integrale y,. 9, so wählen, dass in diesem Punkte y, =1, : = (), 
h ; dc 
dy . . » “ . . “ . 
g=0, —-=1, demnach die Differentialdeterminante gleich 1 wird. Die 
(i.T 


Werthe der Integrale (6.) oder (8.) und ihrer Differentialquotienten in einem 
(Gebiete innerhalb des Bezirkes des Punktes, bei welchem dieselben ent- 
wickelt sind, werden nach den Angaben in II, bezüglich in V bei 2=x. 
mit vorgeschriebener Annäherung bestimmt, die Differentialdeterminante der- 
selben ist in IV gegeben. Es sind nun, um die oben genannten Constanten 
beim Uebergange von einem Punkte zu einem anderen mit beliebiger An- 
näherung zu berechnen, nichtsinguläre Punkte passend einzuschieben, und 
dann wird successive der Uebergang von einem Punkte zu einem anderen 
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vorgenommen, wobei Gleichungssysteme der Form 


| 9 = kyıtkp, 


(54.) | dy 1; dy, 1; dy, 
dx da TR de 
nach den Uonstanten aufzulösen sind. 
6. 
Algebraische Aufgaben, die bei Behandlung der vorgelegten Differeı 


Nach Nr. 2 können unter den Constanten in den fundamentalen 
determinirenden Factoren bei den singulären Punkten von F,(y, 2) = (0 und 
in den Exponenten und demnach unter den Uonstanten des Systemes Nr. 3 
(2) Quadratwurzeln aus rationalen Ausdrücken der ursprünglichen Con- 
stanten in dem Differentialausdrucke F;,(y, x) vorkommen. Es tritt dabei 
die Aufgabe auf zu beurtheilen, ob ein ganzer rationaler Ausdruck solcher 
Quadratwurzeln und der ursprünglichen Constanten oder der ursprünglichen 
Constanten allein (mit rationalen Zahleoefficienten) verschwindet. Zu dem 
Zwecke wird (vgl. Abh. Bd. 95 Nr. 7, Bd. 96 Nr. 25) eine algebraische 
Gleichung hergeleitet, welcher dieser Ausdruck Genüge leistet, deren Uon- 
gegebener Constanten und zwar im Allge- 


meinen rationale Zahlen sind. Alsdann ist für das Verschwinden des Aus- 


stanten rationale Ausdrücke 


druckes nothwendig und hinreichend, dass der Modul desselben kleiner als 
eine positive Grösse ist, die als unterhalb des kleinsten Moduls der nicht 
verschwindenden Wurzeln der Gleichung liegend ermittelt ist. Man erhält 
eine solche Gleichung, indem für die Summe, die Differenz, das Produet, 
den Quotienten zweier Grössen, welche Wurzeln gegebener algebraischer 
Gleichungen sind, sich aus diesen Gleichungen wieder eine solehe Gleichung 
herleiten lässt, deren Coefficienten rationale Ausdrücke der Üoetfieienten der 
gegebenen Gleichungen sind. Aus einer algebraischen Gleichung für s geht 
durch s =’ eine solche für £ mit denselben Constanten hervor. Unter den 
Wurzeln dieser Gleichung findet man den Werth von ? mit Anwendung des 
vorher angegebenen Verfahrens. Die Berechnung eines ganzen rationalen 
Ausdruckes gegebener Grössen mit beliebiger Annäherung geschieht nach 
dem Schema Nr. 5 (24.). Sind die ursprünglichen Constanten in F,(y. x) = U 
algebraische Zahlen, so lassen sich alle Operationen durchführen. Enthalten 
die Coefficienten von F;(y, x) = UV willkürliche Parameter, so ist zuzusehen, in 


wie fern dieselben sich den gestellten Bedingungen gemäss bestimmen lassen. 
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7. 


Die nichthomogene Differentialgleichung F;(y, x) = 2. 


F;,(y, x) soll durch ein System Nr. 3 (2.) darstellbar sein. Ueber q 
werden die Voraussetzungen aus Abh. Bd. 107 gemacht. Es ist ein parti- 
culäres Integral von F,(y, @)=g herzustellen, zu welchem das vollständige 
Integral von F,;(y, x) =0 addirt wird. Vermöge der Darstellung der Inte- 
grale von F,=0 durch die Ausdrücke Nr. 5 (6.) ergiebt sich ein Integral 
von FB,=g unter der Form 


el ae 
u, dem TB /w; qda. 


Die Entwickelung desselben im Bezirke eines Punktes und weitere Be- 
handlung geschieht unter Zugrundelegung der über q in Abh. Bd. 107 ge- 
machten Angaben nach Art des Verfahrens in Nr.5. Im Uebrigen tritt 
die in Abh. Bd. 107 auseinander gesetzte Behandlung der Differential- 
gleichung F,(y, z2)=g ein. 

Wenn F;(y, x) = 0 in zwei getrennte homogene lineare Differential- 
gleichungen erster Ordnung mit rationalen Coeffieienten zerfällt, so hat man 
als Integrale von F,=0 die Ausdrücke Nr. 5 (8.). Alsdann kann man auf 
F,(y, 2)=g auch einfach die Methode der Variation der Constanten an- 
wenden (vgl. Abh. Bd. 107 8. 59). Die Determinante der beiden Integrale 
und ihrer ersten Ableitungen ist durch Nr. 5 IV. gegeben. Die weitere 
Behandlung geschieht nach Nr. 5 und den Angaben in Abh. Bd. 107. 
Greifswald, Januar 1896. 
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Ueber die Werthschwankungen der harmonischen 
Funetionen zweier reellen Veränderlichen 
und der Funetionen eines complexen Arguments. 


‘Von Herrn F. Scholtky in Marbure. 


Her: Neumann giebt an einer Stelle in seiner T'heorie der Abelschen 
Funetionen (S. 415) einen Satz, der, wenn auch in etwas anderer Form 
ausgesprochen, im wesentlichen mit folgendem identisch ist: 

Es sei in der Ebene für das Innere und die Grenze eines Kreises 
eine reelle reguläre harmonische Funetion U definirt, deren Werth- 
schwankungen U'—U” an der Grenze, absolut genommen, einen gegebenen 
positiven Werth #4, nicht überschreiten. Alsdann ist die Differenz der 
Werthe von U in zwei Punkten P,. P,. die innerhalb des Kreises lieren, 
nicht nur kleiner als /,, sondern auch kleiner oder gleich: 


or 

> 
4 Fon 

A u A, e arcig\ R J: 


wo R den Radius des Grenzkreises, r den eines kleineren zu ihm concen- 
trischen Kreises bedeutet, der nur so gross sein muss, dass er beide Punkte 
umfasst. 

Herr Schwarz macht hierzu die wichtige Bemerkung*), dass in dem 
Falle, wo P,, P, an der Grenze des kleineren Kreises liegen und Endpunkte 
eines Diameters sind, der Ausdruck / auch wirklich die obere Grenze der 
Differenz U,— U, darstellt, indem er eine, allerdings an dem Grenzkreise 
selbst unstetige harmonische Function U angiebt, für welche U,—U, den 
Werth ./ wirklich erreicht. 

Es ist klar, dass diese schönen, aber sehr speciell gefassten Sätze 
weiter ausgedehnt werden können. 

Statt der Kreisfläche nehme ich ein beliebiges (o-+1)-fach zusammen- 


*) (resammelte Abhandlunsen, Bd. II. S. 361. 
Journal für Mathematik Bd. CXVIl. Heft 3. 
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hängendes und von regulären Curven begrenztes Gebiet. Es sei alsdann 
y(az) allgemein die Bezeichnung für eine im ganzen Gebiet, mit Einschluss 
der Grenze, reguläre und eindeutige Function von x = $+ni, und ebenso 
w(z) = w(£—ni) allgemein die Bezeichnung für eine Function von S—ni, 
die denselben Charakter hat. Ich fasse dann die Gesammtheit der Functionen 
U(£,n) ins Auge, die durch Zusammensetzung zweier solcher Ausdrücke 
entstehen: 
U, 7) = ye+ni)+WE-m) 

Da y auch eonstant angenommen werden kann, so sind die einfachen Func- 
tionen g(S+ni) unter diesen U(S,n) mit enthalten. 

Es seien P,, P, zwei beliebig, aber fest angenommene Punkte im 
Innern des Gebiets, und Ü,. U, die Werthe einer solehen Function U in 
P, und P.. Ich nehme dann, den einzelnen Randlinien des Gebiets ent- 
sprechend, e-+1 positive oder wenigstens nicht negative Grössen 4. I, ..., 4 
beliebig an und frage: 


[6 
& 


Bis zu welcher Grenze kann der absolute Betrag von U,—U, an- 
steigen, wenn ich mich auf diejenigen Functionen U beschränke, deren 
Werthschwankungen auf den einzelnen Randlinien absolut genommen die 
gegebenen Grössen 4, 4, ..., f, nicht überschreiten? 

Diese Grenze /, welche einerseits von den gegebenen Grössen 
So Sir»... S,, andererseits von der Lage der Punkte P,, P, im Gebiet 
abhängt, zu bestimmen, ist die Aufgabe der vorliegenden Arbeit. 


02 


$1. 


Ich stelle mir irgend ein begrenztes Gebiet @ in der Ebene der 
complexen Grösse ze = $-+ni vor. Ich setze von ihm voraus: erstens, dass 
es sich nicht ins Unendliche erstreckt; zweitens, dass die Randlinie, oder, 
wenn das Gebiet mehrfach zusammenhängend ist, jede einzelne der Rand- 
linien, eine vollständig reguläre Curve ist. Eine solche ist darstellbar durch 
eine einzige Gleichung f($,n7)=0, wo f(£,n) regulär ist in der Nähe der 
Öurve und in ihr überall nur von der ersten Ordnung verschwindet. 

Betrachten wir dann zunächst die Greensche Function des Gebiets 
in Bezug auf einen innerhalb liegenden festen Punkt ©, = &,+in,: 


L(5, n: Su Mm). 


P4 


Dies ist eine reelle harmonische Function; sie hat den constanten Werth O 
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an der ganzen Grenze; in der Nähe des Punktes x, wird sie negativ unend- 
lich wie log|e—ıx,|. Die Differenz aber: 


Un 


logle-au|-L(&, 7; &,n) = L(&, n; &, 9) 
ist eine im ganzen Gebiet reguläre Funetion, einschliesslich der Grenze. 
und deshalb auch über die Grenze hinaus analytisch fortsetzbar. 

Die weiteren Eigenschaften der @Greenschen Function sind nun fol- 
gende. Da sie in dem einzigen singulären Punkte x, bestimmt negativ un- 
endlich wird, so muss sie ein endliches Maximum haben. Als harmonische 
Function kann sie aber dieses Maximum an keiner Stelle im Innern des 
(Grebiets annehmen; folglich muss sie es auf der Grenze annehmen, und da 
dort überall A=0 ist, so muss im Innern Z beständig negativ sein. Es 
gilt daher für je zwei im Innern liegende Punkte ($,, n,), (S,, 7,) die Un- 
gleichung: 

Ein As In I) < VO 
Ferner ist bekanntlich, für je zwei innere Punkte: 
Lin Be. Su. 0). = Li, 25 Es Mu). 

Endlich hat L(S, n; £,, 7.) die Eigenschaft, invariant zu sein bei 
eonformer Abbildung des Gebiets. Wenn wir das Gebiet @ durch eine 
Substitution 

y=glıa), 2=gWY 
abbilden in einen anderen Bereich @, so geht hierdurch die Greensche Fune- 
tion L(£, n; &,, 7.) über in die des neuen Gebietes, genommen in Bezug auf 


f \ 


den x, entsprechenden Punkt y,= g(&,). 
Statt L(5, n; &,.) stellen wir jetzt die zugehörige Exponentialgrösse 


der im Innern von @ liegt. 


Mg \ 


el m) — E(z, n: u No 
auf, die natürlich entsprechende Eigenschaften hat. E verschwindet im 
Punkte x,, wie |e—x,| und wird 1 auf der Grenze. Wenn man aber den 
Quotienten bildet: 


c—ıT BE:  ; 
/% — YA >. n, ne % ]ı . 
E(&,n; &,, %)  KE 5 


so ist dieser eine im ganzen Gebiet reguläre, stets positive Function. Man 
kann sie also auch nach Potenzen von $—5,, n—n, entwickeln. Das sicher 


von 0 verschiedene Anfangsglied möge mit E($,,) bezeichnet werden: 


E n 0 n E(= \ 
+ (Sus los »()» U a ,\>0> 1 FA 


iv, \ 
29 “ 
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Für je zwei verschiedene Punkte im Innern von @ ist: 
0 < E(, 15 5 m) <1, 


E($,, No: &; N) Bio E(S,, 1; &, nv): 
Durch die Substitution 


y=ga), =g(Yy) 
veht E(£, n; $, 75) in die entsprechende E-Function des neuen Gebietes 
(@ über. 
Demnach haben wir hier je zwei Punkten ($,. 7), (&. 7) im Innern 
der gegebenen Fläche eine bestimmte zwischen O0 und 1 enthaltene Grösse 


A) /% Pr 
Di = E(S,, N, Sı, n1) 


zugeordnet, die gleich O wird, wenn die beiden Punkte zusammenfallen, und 
gleich 1, wenn einer der beiden Punkte nach der Grenze rückt. Wir 
wollen sie „das E der beiden Punkte in dem gegebenen (sebiet“ nennen. 
Sie stellt insofern eine Invariante der von den Randlinien und den beiden 
Punkten gebildeten Figur dar, als derselbe Werth E, wenn ich das Gebiet 
conform abbilde, zugleich das E der beiden entsprechenden Punkte in dem 
neuen Gebiet ist. 

Von besonderer Wichtigkeit ist die Grösse E im Falle des einfach 
zusammenhängenden Gebiets, das sich immer auf eine Kreisfläche abbilden 
lässt. Hier ist nämlich E zugleich die einzige Invariante der Figur. 

Nehmen wir für den Augenblick an, das Gebiet @ sei ein Kreis, 
der mit dem Radius ?R um den Nullpunkt beschrieben ist. Die Greensche 
Function ist dann: 

(2—x,)R 


L(&,;n; 5, m) = log|-—; 
k’—xır, 


oO 


Un 


wo x, den zu x, eonjugirten complexen Werth bedeutet. Denn nehme ich 
x auf dem Kreise selbst an, 


sc = R, 
so wird: 
* EL a Ya DE u Ä Ä 
IR'—ıa, = |R’—-ır,) = & Ie—-n,|=Roe-a,)|. 


Daher hat die Function auf dem Kreise den Werth 0; innerhalb aber wird 
sie nur unendlich für & = x,. — Demnach ist: 
(2,—z,)R 


Y | '- - 
E — E (2 Ns Sı % N) — R: 
‘— rc 
0 l 
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Nehme ich speciell den Radius AR gleich 1 an, so wird: 
E Le , 
l—r,r, 
und lasse ich jetzt einen der beiden Punkte, etwa x,, mit dem Nullpunkt 
zusammenfallen, so wird einfach 
E = |n—r, 
d.h. gleich der Entfernung der beiden Punkte. 

Nun lässt sich ‚aber jedes einfach zusammenhängende Gebiet, in dem 
zwei Punkte x,, x, gegeben sind, conform auf den Einheitskreis abbilden, 
und zwar auch so, dass einer der beiden =, und x, entsprechenden Punkte 
in den Mittelpunkt fällt. Demnach können wir bei einem beliebigen ein- 
fach zusammenhängenden Gebiet @ die Grösse E geometrisch so definiren: 

E ist die Entfernung derjenigen beiden Punkte, in die z,. =, über- 
gehen, wenn man das Gebiet @ so auf den Einheitskreis abbildet, dass einer 
der beiden Punkte mit dem Mittelpunkt zusammenfällt. 

Lassen wir den Punkt 5, 7 nach der Grenze rücken, so geht die 
Gleichung 


| 
Pam 
Kr) 
i 
Be 
Ir 
ne 


über in: 


zZ 


a 
k 
Un 
\s 
n.- 
li 
>. 


/ 
f 


Fassen wir hier (5, rn) als einen festen Punkt der Grenze auf, und 
(&, 2.) als variabel. Die letzte Gleichung ist zwar aufgestellt unter der 
Voraussetzung, dass ($,. 7,) im Innern liegt. >Sie zeigt aber, dass sich die 
Function auf der linken Seite stetig endlichen Werthen nähert, wenn wir 
(&,, 2.) nach dem Rande rücken lassen. Wir können deshalb sogar (S,. 
mit (£, 7) zusammenfallen lassen und erhalten so: 


E(&, nn) =V\. 


Hieraus geht hervor, dass die Funetion E(S, 7), die in jedem inneren Punkte 
einen von O verschiedenen endlichen Werth besitzt. am Rande verschwindet. 
Nehmen wir nun in der Funetion 


\ ‚I - ) 3 /» 
. E(ö,n: 


Ir 
_ 


die beiden Punkte ($,n) und ($,n) als unendlich nahe an: 


E=ird, y =entan, 


i 
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so geht die Gleichung über in: 


4 i Ix 
E(&, n; $+dE, n+dn) = — ——- 
’ oh er. E(S, n) 
Das Differential 
de 
E(&,n) 

„das E zweier unendlich nahen Punkte des Gebietes“, muss deshalb den- 
selben invarianten Charakter haben wie E(&,n; &,n') selbst. 


Fir den Fall des Kreises ist: 


do = 


. uf ! | z—ı R 
E(S, N, 5; 7) | a N 
R’— xx 
— Er ı R—xr | 
Eis, n; 5,n) = ia. 
H R’— |x|? 
E(S, 7) m R ; 
daher: 
Rdx 
nu“ R’—- x’ 
$2. 


Es werde jetzt irgend eine Function Y(z) betrachtet, die in dem 
ganzen Gebiet, mit Einschluss der Grenze, eindeutig und regulär ist. Mit 
D(y) wollen wir dann den grössten Werth bezeichnen, den 


a) 
annehmen kann, wenn wir unter z und y zwei variable Punkte der Grenze 
verstehen. 

Es könnte auch D(y) als die grösste Werthschwankung der Function 
im ganzen Gebiet erklärt werden. Denn ist a ein Punkt im Innern, so 
kann |p(a)—y(b)| kein Maximum sein, gleichviel ob 5 im Innern oder auf 
der Grenze liegt; weil sich alsdann immer Werthe x beliebig nahe bei a 
angeben lassen, wo |p(z)—gp(b)| > |p(a)—y(b)| ist. 
Sind dann xz,, x, zwei Punkte im Innern, so ist immer 
Ira) pa) < Dip). 
Aber es ist auch: 
r@)—-y@)| <E.D), 
wo E dieselbe Grösse bedeutet wie im vorigen Paragraphen. 
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« 






Es sei ($,,7,) irgend ein innerer Punkt. Bilden wir dann den Quotienten 

(z)—-Plz) _ Are . 

En En = 065 NM): 

ES, N; 0) N, 
so können wir diesen auch auf die Form bringen: 
Y (2)—4 (z,) N/£ a 

E(5, n, 


c—T, Son 0), 
und hiernach ist ersichtlich Q eine im ganzen (Gebiet, mit Einschluss der 
Grenze, stetig veränderliche Grösse, die niemals unendlich wird. Sie muss 
also ein Maximum haben. Dieses Maximum aber kann Q, ebenso wie vorhin 
E(&,n;$,n), an keiner Stelle im Innern des Gebiets annehmen, weil offen- 
bar log(®) eine harmonische Funetion ist. An der Grenze aber ist: 
Iple)—Yplz)| z D(y), E(S, N; So; 710) = 1. 
Folglich ist in jedem Punkte x innerhalb des Gebiets: 
065, n) <Diy); 

somit: 

Ira) -Pa)| < EC, 7; So, m)Dp), 
w. z. b. w. 

Da die Formel gilt, wie nahe man auch z an x, wählen möge, so 
muss sie auch für die Differentialänderung bestehen; an Stelle von E tritt 
dann do: 

'dp| < do.D(g). 
Nimmt man speciell das Gebiet @ als Kreis mit dem Radius R und dem 
Mittelpunkt x, an, so folgt: 
DXOT 
und für den Mittelpunkt selbst: 
R\y (z,)| <D(p). 


) 


R’— | c—r 


0 


Hierin liegt aber nichts wesentlich neues. Denn nach einem sehr bekannten 
Satze ist Alp (x,)| kleiner als der grösste Werth, den der absolute Betrag 
von p(x) auf der Peripherie des Kreises annimmt. Statt y(x) kann man 
aber auch p(z)—y(c) nehmen, wo e einen Punkt der Peripherie bedeuten 


mag; und dann ist offenbar der grösste Werth von |p(z)—y(e)| kleiner 
oder gleich D(y). 


Anders verhält es sich mit der genaueren Formel 


Rly (@)| = = D(y), 


\ 


zu der wir am Schlusse dieser Untersuchung gelangen werden. 
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83. 

Nach dieser vorläufigen Betrachtung gehe ich zu dem eigentlichen 
Problem über. Ich nehme an, dass das Gebiet @ von o+1 regulären 
Curven L,, L,,..., 2, begrenzt ist, von denen eine den Bereich umschliesst, 
während die anderen von ihm umgeben werden. Ich denke mir dann zwei 
Funetionen, die eine von S+ni, die andere von 5—ni, beide eindeutig und 
regulär im ganzen Gebiet mit Einschluss der Grenze. Aus beiden möge 
der zusammengesetzte Ausdruck 


US, 7) = plEtni)+WE—ni)*) 
gebildet werden; es soll hierbei nicht ausgeschlossen sein, dass einer der 
beiden Theile identisch OÖ ist. 

Hierdurch werden alle harmonischen Funetionen umfasst, die im 
ganzen Gebiet regulär und mit ihren zugeordneten Functionen eindeutig sind. 
Denn die zu U=g9-+ zugeordnete Function V ist durch die Gleichung 

OU 


© 


. Be 
dr = "FEDER a ds 
[®; 


un 


bestimmt. Dies giebt: 
dV = —idp-+idy, 
also: 
iV = 9-w-+VUonst. 
Wenn demnach U, V eindeutig sind, so gilt von 9, w dasselbe, und um- 
gekehrt. 

Die grössten Werthschwankungen, absolut genommen, die eine solche 
Funetion U auf den einzelnen Randlinien Z,, Z,,..., Z, erfährt, mögen durch 
D,(U), D,(U), ..., D,(U) 
bezeichnet werden. Die Frage ist dann: Wenn man diese Werthschwankungen 
kennt, oder wenigstens Grössen, die sie nicht überschreiten, unter welcher 
Grenze muss alsdann der Werthunterschied der Function in zwei Punkten 

(&, 20) (&, 7.) innerhalb des Gebiets: 
IUlE, 1) U, M)| 
liegen? 
Auf dem Dirichletschen Prineip beruht die Existenz von Funetionen 
K(x), die im Gebiet @ eindeutig sind, die ferner im Innern und auf der 


Unter U(&, n) soll im Folgenden immer eine Function von dieser Beschaffenheit 
verstanden werden. 
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Grenze sich überall wie rationale verhalten und auf der Grenze reell sind. 
Diese bilden eine Klasse; man kann durch zwei unter ihnen, p(z=) und g(e), 
alle übrigen rational und reell ausdrücken, während p und g selbst durch 
eine reelle algebraische Gleichung vom Range o verbunden sind. Dem 
Rande von @ entspricht die reelle Curve des Gebildes, die demnach aus 
o+1 getrennten Zügen besteht. Durch diese reelle Curve zerfällt das alge- 
braische Gebilde in zwei eonjugirte Hälften 5 und B, und es nehmen pr). 
g(x) im Innern von @ alle die und nur diejenigen Werthepaare an, jedes 
in einem bestimmten Punkte, die der einen Hälfte B des Gebildes anzehören ®),. 

Es seien (u, gu), (Pı, 9) die beiden Stellen von B, die den beiden 
festen Punkten x,, x, im Innern von @ entsprechen, und (p,, 9). (pı,g,) die 
eonjugirten Werthepaare Ich denke mir dann zunächst eine rationale 

f 


Funetion f(p, g) gebildet, die in (p,, g,) und (p,,g,) von der ersten Ordnung 


oO 
verschwindet, und in (p,, 9); (Pi, 9.) ebenso unendlich wird. Dann soll ein 
Integral dritter Gattung 
J(p, 9) = /R(p, ddp 


sebildet werden, das nur in diesen vier Punkten singulär wird, und zwar wie 


- logf(p, 9). 
J(p,g) ist hierdurch bestimmt bis auf ein Integral erster Gattung, das noch 
hinzutreten kann. Ich normire nun J(p, g) vollständig — wenigstens bis auf 
eine additive Constante, die willkürlich gewählt werden kann dureh die 
Bedineung, dass die auf den o+1 reellen Linien des Gebildes erhaltenen 
Perioden von J(p,g) gleich 0 sein sollen. 

Eigentlich kann man zwar nur für o der Linien diese Bedingung 
vorschreiben. Aber man sieht leicht, dass sie dann für die letzte Linie 
von selbst erfüllt wird. Denn betrachte ich J(/p,g) als abhängige von «: 


J(p, q) = J(z), 


so wird J(z) singulär an den Stellen x. x&,; die Differenz 


(2) = Je) 


los 
Im \ 2 —ır, 


| (z—2,\ 
\ 


hat aber regulären Charakter im ganzen Gebiete @. Dennoch könnte sie 


*) Vgl. die Arbeit: Ueber die conforme Abbildung mehrfach zusammenhängender 
ebener Flächen. Dieses Journal Bd. 83, S. 312— 314. 
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tl 


mehrdeutig sein; aber ihre Ableitung ist eindeutig und demnach J(x) selbst 

an . . . . cTt—zT . . 

höchstens periodisch vielwerthig. Nun kehrt log(” =) in sich selbst 
EM 


zurück, wenn x irgend eine von den o-+1 Randlinien durchläuft; gilt von 
J(x) dasselbe in Bezug auf oe der Linien, so gilt es daher auch von J(z). 
Dann kehrt aber J(z), und ebenso J(r), auch in sich selbst zurück, wenn 
x die letzte Randlinie durchläuft. 

Dureh die gestellten Bedingungen ist 


Kp, q) = /RCp, q)dp 


bestimmt bis auf eine additive Constante, AR(p, g) also vollständige. Wären 
die Coefficienten von R(p,g) imaginär, so würde man durch Vertauschung 
von ö mit —i eine zweite Function J(p, g) von genau denselben Eigen- 
schaften erhalten. Da dies unmöglich ist, muss R(p, g) eine rationale Fune- 
tion mit reellen Coeffiecienten sein. 


$ 4. 
Während J(xz) eine im Gebiet @ eindeutige und beständig reguläre 


Funetion ıst, hat 
BR, N 


1 
Ya) = „log (=) Je) 


die Periode 1. Wir sondern aber jetzt durch eine geschlossene Linie von 
dem Bereiche @ einen einfach zusammenhängenden Theil ab, der die beiden 
Punkte &,, x, enthält. In dem übrig bleibenden (o+2)-fach zusammen- 
hängenden Gebiete, das @' genannt werden möge, ist J(z) als eindeutige 
Funetion aufzufassen. 

An jeder von den Linien Z, hat der imaginäre Theil dieser nun ein- 
deutigen Function J(x) einen constanten Werth. Der reelle Theil aber 
kehrt in sich zurück, wenn x eine der Linien durchläuft. Folglich muss 
er auf jeder Linie mindestens ein Minimum und ein Maximum haben, und 
an den Stellen, wo diese eintreten, muss J’(xz) verschwinden. Nun giebt 
es aber noch einen bekannten Satz in der Theorie der Abelschen Integrale 
bei einem Differential R(p,g)dp, das m Unendlichkeitsstellen hat, nur 
20—2+m Nullpunkte. In unserem Falle ist m =4; folglich können nicht 
mehr als 20-+2 Stellen im Gebiete @ existiren, wo J'(x) verschwindet. Hier- 
aus geht hervor, dass auf jeder Linie Z, ein bestimmter Punkt A, existirt, 
wo der reelle Theil von J(z) seinen kleinsten, und ein anderer B,, wo er 
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seinen grössten Werth annimmt, und dass dieser reelle Theil beständig zu- 
nimmt, wenn sich x auf der Linie Z,:.nach der einen oder der anderen Rich- 
tung von A, nach B, bewegt. 

Durch die Punkte A,, B, wird die Linie ZL, in zwei Strecken zer- 
legt; diejenige, bei der das Gebiet @ zur Linken bleibt, wenn x von A 
nach B, geht, wollen wir die positive, die andere die negative Seite von 
L, nennen. 

Der Werth von J(z) im Punkte A, sei e,, die Zunahme, die der 
reelle Theil von J(x) erfährt beim Uebergange von A, zu B,, möge mit 
o, bezeichnet werden, sodass ®, zugleich die grösste Werthsehwankung 
von J(x) auf ZL 


174 


darstellt. Ich kann alsdann für die Punkte der Linie 


L, setzen: 
Jr) = (,tujlt, 
wo £ eine reelle Veränderliche bedeutet, die beständig zunimmt von 0 bis 1, 
wenn x sich auf der positiven oder negativen Seite von A, nach B, bewegt. 
Zwei Punkte von Z,, in denen £, also auch J(x), denselben Werth 
hat, sollen conjugirte Punkte heissen. Jedem Punkte x der positiven Seite 
canz bestimmter Punkt der negativen; die Grenz- 


entspricht hiernach ein & 
punkte A,, B, sind sich selbst eonjugirt; und wenn z in einer Richtung 
die ganze Linie Z, durchläuft, so beschreibt der conjugirte Punkt x die- 
selbe Linie in entgegengesetzter Richtung. 

Da alles dies gleichmässig für alle o+1 Randlinien gilt, so gehören 
zu einem Werthe von £ in dem reellen Intervalle von O0 bis 1 im ganzen 
20+2 Punkte der Grenze, nämlich e+1 Punkte 


(@) (a) (a) 
L, — S,r n,t, \ } . ( ) 


auf den positiven Seiten dieser Linien, und ebenso viele 


' a 1. 


x 
fr - 
t 
_ 
Ey 


auf den negativen Seiten. Für 2=0 und t=1 fallen die x und =’ zu- 
sammen; zu £=(0 gehören die Punkte A,, zut=1 die B.. 

Alle diese r, und x, sind innerhalb des Intervalls von O bis 1 regu- 
läre Funetionen von £, weil J(x) innerhalb der einzelnen Strecken nicht 
verschwindet. Aber in der Nähe von t=0 ist x, darstellbar als Potenz- 
reihe von Yf, weil im Punkte A, £ von der zweiten Ordnung verschwindet: 
und ebenso sind die ©, und x; in der Nähe des Endpunktes t=1 als regu- 


läre Potenzreihen von Y1-tE darstellbar. 


30 * 
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Wir nehmen jetzt eine beliebige Funetion (x), die im ganzen Ge- 
biete @ regulär und eindeutig ist. Dann ist auch 


dJ(x 

ve 
eine eindeutige Funetion. Sie ist regulär im Gebiete @ mit Ausnahme der 
Punkte =, und x,; dort wird sie unendlich wie 
1 9@) __1 9a) 


2rni 2—ı, Imi c—ı, 
We EEE 
enn wir setzen: 
(=) da) _ 1 9@) __1 9@) Lee) 
’ de 2ri 2—z, 2ni 2—z, v 


so ist demnach w(z) nieht nur eindeutig, sondern auch beständig regulär 
im Innern und auf der Grenze von @. Folglich muss die Summe der 


Integrale / v(a)dz, jedes erstreckt im positiven Sinne über eine der Grenz- 
linien des Gebietes @, den Werth 0 haben. 
Nun haben aber die beiden Integrale 
dx de 
[ - und / 
b TI, « T—T, 
wenn wir sie über irgend eine von den o inneren Grenzlinien erstrecken, 
den Werth 0, dagegen für die äussere, das Gebiet @ umschliessende Rand- 
linie den Werth 2. Folglich ist: 


3 /y(a)dIe) = ya)-ga.). 


Bi 
Betrachten wir hier auf der linken Seite dieser Gleichung das auf die Linie 
L, bezügliche Integral. Die Integration ist auszuführen von A, bis B, über 
die positive Seite der Linie, dann von B, bis A, zurück über die negative. 
Wir hatten gesetzt: 


(2) = c,+w,lt. 
(a) 
Es ist nun zu integriren von £=0 bis 1; dabei ist e=r, zu setzen; dann 
(a) 


von t=1 bis t=(0 zurück, und hier ist e=x,. Demnach ist das ganze 
über ZL, erstreckte Integral: 


(@) 


/y (z)d)(z) = w, gi g (a)dt+ ["y (2) dt\ 
0 1 


oder 
(a) (@) 


= W, /( (2)— y(z,))dt. 
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Daher ist 


0 »] (v) (a) 
(A.) y(z)—-Yy(r) = So, / (g(z)-Ypzi))dt. 
7 0 


Hier ist die Differenz 9(z,)—Y(x,) ausgedrückt dureh die Werthdifferenzen, 
die in je zwei conjugirten Punkten der Grenze stattfinden. 

Es ist klar, dass man in dieser Gleichung (A.) das Reelle vom 
Imaginären sondern kann. Ebenso wie für jedes p(&+ni), muss sie dem- 
nach bestehen für jede Function w(&—ni), die in dem gegebenen (Gebiete 
regulär und eindeutig ist. Daher auch für jedes Aggregat y(ES-+nÜ) + w(s—ni); 
d.h. für jede Function U($,n). Wir können deshalb die allgemeinere 
Formel aufstellen: 

(B.) U, m) Us, m) = B5 W / $ (t) dt, 


in der f,(Ö) die Differenz der Werthe von U in den beiden zu f gehörigen 
Punkten der Linie L, bedeutet: 
(a) (a) (a) (ea) 


f: (#) w. US, n)—- U, N)» 


F 


- 


Den Betrag der grössten Werthdifferenz von U auf der Linie Z 
haben wir mit D,(U) bezeichnet. Daher ist: 
1.0] < D,(W). 


Mithin auch: 
[ fat < D,(U). 


Somit ergiebt sich, als Folge der Gleichung (B.), die Ungleichung: 
(C.) IU(5, )-Ul, m) SS &(w,D,(U)). 
Die Coeffieienten ®, sind hierbei zunächst als Integrale 


[R (p, gq)dp 


. 


definirt, erstreekt von einem Nullpunkte des Differentials R(p, g)dp bis zu 


x 


dem anderen, der auf demselben reellen Linienzug liegt. 


s 4. 
Die Ungleichung (C.) bringt den bekannten Satz zur Evidenz, dass 
keine Fünction U existirt, die auf jeder Grenzlinie constant ist, ausser 
U=Uonst. Denn für ein solches U wäre jedes D,(U) gleich 0, somit: 


U(So, Nu) En. U(S,, m)” Gonst. 
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Wohl aber giebt es Funetionen U, die an den Linien L, I, ..., Z, 
constant, und nur längs Z, variabel sind. Ich will eine solche Function, 
die den Bedingungen 

D,(U) 2. D;(U) Pr TE DU) = 0 
genügt, allgemein mit U,(£, 7) bezeichnen. Für eine solche vereinfachen 
sich die Gleichung (B.) und die Ungleichung (C.); es wird: 


(B') Us&, U, m) = of FOdE, 


wo 
ft - U,(S,; 7) —Uo(S:, 71) 
ist, und &,, n, den Punkt auf der positiven Seite der Linie Z, bedeutet, der 
zu einem gegebenen # gehört, (&, n,) den conjugirten Punkt auf der nega- 
tiven Seite. — Ferner wird: 
(0'.) 1U,&, m-U,@, m| < ®.D,(U,) 

Dass es solche Funetionen U, giebt, und dass man ihre Werthe auf ZI, will- 
kürlich vorschreiben kann, geht aus dem Dirichletschen Prineip hervor. 

Es sei nämlich f($,n) irgend eine reelle Funetion von (5,7), die 
längs Z, und in einer, wenn auch noch so engen, Umgebung von Z, stetig, 
eindeutig und regulär ist; ferner seien @,, ©, €, ..., €, g+1 willkürliche 
reelle Constanten. Nach dem Dirichletschen Prineip existirt dann eine be- 
stimmte reelle, in dem Gebiete @ eindeutige und im Innern wie auf der 
Grenze reguläre harmonische Funetion U(&, 7), die auf Z, den Werth 
c,f($, n), auf den übrigen Randlinien dagegen die constanten Werthe c,, 
€, ..., ec, annimmt. In Bezug auf die o+1 willkürliche Constanten e ist 


dieses U natürlich eine homogene lineare Function. 
Damit nun auch die zu U zugeordnete Function V eindeutig ist, sind 
o Bedingungen erforderlich, es müssen die Integrale 


Gr W-5, €) 


erstreckt über die Linien Z,, Z,, ..., Z,, den Werth O0 haben. Dies sind 
aber og homogene Gleichungen zwischen &, €, -.-, €,, denen jedenfalls 
genügt werden kann durch reelle e, die nicht sämmtlich O0 sind. Dabei 
muss c, von 0 verschieden sein. Denn sonst wäre U eine Function U(£, n), 
die auf allen Randlinien constant, und zwar = 0 auf Z, wäre. Diese müsste 
demnach identisch 0, und somit auch ce, ©, ..., ec, gleich O sein, was der 
Voraussetzung widerspricht. 
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‚L, Demnach können wir «,=1 setzen. Wir erkennen so: Es giebt 
ion, eine ganz bestimmte reelle Function U,(S, n), die auf Z, der gegebenen 


Funetion f(S, n) gleich wird, auf allen anderen Randlinien aber eonstante 
Werthe erhält. 
hen Ich will jetzt f(S, 7) der Beschränkung unterwerfen, dass die Werth- 
änderungen von f längs Z, kleiner oder gleich 1 sein sollen. Dann ist: 
Din 1, 
somit zufolge (U'.): | Er 
U,&, U)-U,(, m) S ©. 


Ich behaupte aber: Wenn w, irgend eine positive Grösse bedeutet, 


deı die kleiner ist als ®,, dann kann man die Function f(S, 7) so wählen, dass 
3ga- 
IU,(S,, n)—-U($,. m, > I), 
wird. — Wenn dies richtig ist, so stellt &, die Grenze dar, bis zu der 
vill- | die Differenz 
IU,(&, N, — U,($,, N, 
die ansteigen, die sie aber nicht überschreiten kann, wenn U, die Neben- 
etig, bedingungen 
iche DU)Z1 D(U)=0, ... D(U)=0 
be- erfüllen soll. 
der Wenn wir setzen dürften: f($,n) = ! auf der positiven, l auf der 
erth negativen Seite von Z,, dann würde, wie die Gleichung (B.) ohne wei- 
teres zeigt, 
vr C,, - r/: \ > /% \ 
. oÄsı ‘ UM —U, Sı. 1; 1 
ce 1st } i " ee 
sein, der Werth &, würde also wirklich erreicht werden. Da wir uns durch- 
ie weg auf Functionen U beschränken, die auch am Rande des Gebiets regulär 
inc Er u u: Er ‚ 
. und a fortiori stetig sind, so dürfen wir diese Annahme über /(S, 7) nicht 
machen. Wir ersetzen sie durch eine andere, ihr nahe kommende, bei der 
f(S, n) durchweg regulär bleibt. 
uiid Es war &,<_ w, angenommen worden. Ich kann demnach setzen: 
falls | 0, = T.W,, 
Jabei wo r ein positiver echter Bruch ist. Ich bestimme nun zwei Zahlen #, # 
Bi n), | so, dass | 
isste Er ie 
der V- I, - n Tr, 


dass also 4, £, dem Intervalle von O0 bis 1 angehören, aber 4,—/ 








240 Schottky, über die Werihschwankungen der harmonischen Functionen. 


Ich setze dann: 
rt = (h—t)(1-0) 

wo Jd ebenfalls einen positiven echten Bruch bedeutet. Nun bilden wir, was 
keinerlei Schwierigkeit hat, eine reelle, längs Z, und in der Umgebung von 
L, eindeutige reguläre Funetion « von &, n, die auf Z, nur in den Punkten 
A,, B, verschwindet, und auf der positiven Seite positive, auf der negativen 
negative Werthe hat. (Es kann z.B. „=0 die Gleichung der geraden 
Linie sein, die durch A,, B, hindurchgeht; allerdings ist diese specielle Be- 
stimmung nur in dem Falle erlaubt, wo die Gerade keinen anderen Punkt 
von Z, trifft). 

Wenn wir uns dann auf diejenigen Punkte der positiven und der 
negativen Seite von Z, beschränken, für die 

ich 

ist, so kann « nicht O0 werden, und der absolute Werth von » wird eine 
von 0 verschiedene untere Grenze haben. Wir denken uns nun « mit 
einem so grossen positiven constanten Factor behaftet, dass auch diese 
untere Grenze 


‘) 
> T.o 
wird. Alsdann ist: 
2 f - - 
ul > —— ur SITZ 1. 
| er n.d 0 = — 1 
Setze ich nun: 
a ee 1 iy 
f&n)=7- Aretg (u), 
. 7E 
wo der Areus Tangens zwischen — und 5; Angenommen werden soll, so 


ist, da « nicht unendlich wird auf Z,, dieses f(S, 7) jedenfalls eine längs Z, 
eindeutige und reguläre Funetion. Die dieser Annahme entsprechende Func- 
tion U,(S, n) erfüllt die Bedingungen 
DKU)<1; D(U)=.--=D,(U)=0. 
Es ist aber jetzt leicht zu sehen, dass 
U,(&, wW-Ul&, m) > © 

ist. Denn da f($, n), ebenso wie « selbst, positiv auf der positiven, negativ 
auf der negativen Seite von Z, ist, so ist innerhalb des Intervalls von O bis 1 


fd -. U; (S:; n7)— Uo($:; 7) I 0, 
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und daher: 


[rwa> [wat 


vas 
von In dem Theil-Intervalle von #, bis f#, ist aber: 
ten I|_n F' 
u > 
ven 


Ferner ist 
den " 


er 7I 
Arntıml/aı\| —_ aha. a 
Be- |Arctg(a)| = Arctg|u| = - Aretg - 
nkt und da 
1 
Arete 
S|u u 
der u 
ist, so ist in dem betrachteten Intervalle: 
h dr , 
|Aretg(a)| > , (1-0 
ine Daher ist 
mit #- \ | Ö 
US; 1.) ) h) 
ese 2 
A, A f | Ö \ 
UslE,, 9) ir, 
somit 
. 
f(t) - 1— 0) 
und 
/ f Od > (t —t)(1—-0). 
Nun ist aber nach der Definition von d: 
CUBE m 
( un } [ — ( ‚= 
S0 \ 1 U/\ 4 Mn) 
Folglich 
| 4) + 
, (t)dt 0. 
nG- / fit 
und um so mehr: 
AR / fit)dt > w.. 
Es ist daher, der Gleichung (B’.) zufolge 
. T ’B ? \ Tr fe x \ 
It1V ’ 0\>0s N — U,(S,, 1, > Wr 
s 1 | Damit ist bewiesen: Für jede Function U,(S, 7), die ausser den allgemein 


für jedes U($, 7) aufgestellten Voraussetzungen, noch die speciellen Bedin- 


Journal für Mathematik Bd. CXVII, Heft 5. 3l 











242 Schoitky, über die Werthschwankungen der harmonischen Functionen. 


gungen erfüllt: 
D«(U)= 1, DU) =D;(UV)=--=D,(D,)=0, 
ist zwar immer 
IU,(5,, 7)—-U,(&, m)| S Ww.. 


Wenn aber eine Zahl ®, angenommen wird, die kleiner ist als o,, 
so ist es möglich, unter diesen Funetionen U,(£, 7) besondere und zwar 
reelle anzugeben, für welche: 

(Eu, M)—Urlsı, m) > 
ist. 

Es seien jetzt 


® I 1 


.; d o 

o+1 beliebige positive Grössen. Ich nehme an, man wisse von einer Func- 
tion U(£, 7), dass ihre Werthschwankungen auf den einzelnen Randlinien 
L, dem absoluten Betrage nach diese Grössen / nicht überschreiten, dass also 


D,(U) I, (.=V0, l, ..., 0) 
ist. Bilden wir dann 


204,=4 


a—ı) 


b) 
so ist der Formel (C.) im vorigen Paragraphen zufolge: 
U, m)- U, WI 4, 

also / jedenfalls ein Werth, den die aufgestellte Differenz nicht überschreiten 
kann, wenn wir U den o+1 Bedingungen 

D,(U) . I, (@a=0,1,..., 0) 
unterwerfen. Aber die Differenz kann diesem Werthe / beliebig nahe 
kommen: 


Ist 7’ irgend eine Grösse, die kleiner ist als /, so ist es möglich, 
ein den Bedingungen 


D,(U) nl I, (a 0,1, ..., © 
senügendes und ausserdem reelles U anzugeben, wofür 
E & ' 
U(So, N) — Us, m) >4 


ist. — Dies lässt sich folgendermassen beweisen. 
Ist 


41'< E (w4,)), 


a—‚ 
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so kann man /' auf die Form bringen: 


! Eu, x 
d= 3(w,4,); 


wo jedes w, kleiner ist als das entsprechende »,. 
Wir haben vorhin eine reelle Funetion U,(S, 7) gebildet, die den 


l 


Bedingungen: 


r 
DU) <1 DU) = 0 ( 
genügt, und für die 
U,(&,, n)—UÜ B N, (0), 
war. Dabei konnte o, irgend eine Grösse sein, die kleiner ist als w.,. 
Entsprechend denken wir uns jetzt ein ganzes System reeller Funetionen 
T je 7 fe r/= \ 
2 U,(S; 1); U,($, 1), 9.4 en U, s> N) 
aufgestellt, in der Weise, dass jedesmal 
) z . r no we 
BIETEN RAU I a Or e: PS 
Ä und 


ist. Hieraus bilden wir 


UE,n)= 23(4,.U,(, n, 


Da von den Functionen auf der rechten Seite nur U,(S, n) auf der Linie Z 
veränderlich, die übrigen constant sind, so ist 

DO) = 4,.D,.(E.): 
also, da D,(U,) <1 ist, 


D,U) <4 
Ferner ist 
U(S,, n)—-U(S:. /PR > P3 w ‚I ) 
daher 
U, nm)-Ufs, ? / 


Hiermit ist der Satz bewiesen: 

Es sei @ ein o+1-fach zusammenhängendes Gebiet. Innerhalb des- 
selben fassen wir zwei Punkte (S$,, 7.) und ($, ,) ins Auge Ausserdem 
seien Sy, I, ».., 4, irgend welche positive oder wenigstens nicht nega- 
tive Grössen. Wenn wir dann diejenigen Funetionen U($,r) betrachten, 
deren Werthschwankungen auf den einzelnen Randlinien Z,, L,, ..., Z, die 
Werthe 4, #1, ..., 4, nieht überschreiten, so existirt für den Werthunter- 


31* 
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schied einer solchen Funetion in den beiden inneren Punkten (&, 7), (&, 7.) 
eine bestimmte obere Grenze /, die natürlich abhängt einerseits von den 
gegebenen Grössen 4, I, ..., f,, andererseits von der Lage der beiden 
Punkte im Gebiete. Dieses / ist eine lineare homogene Function der ein- 
zelnen Grössen 4: 


a/) 


A = > (0,4); 


Die Coefficienten », sind positive, von der Lage der beiden Punkte im 
Gebiete abhängige Grössen, die bereits in bestimmter Weise definirt sind. 
Da die » Integrale sind, die mit Hülfe der charakteristischen Gleichung 
des Gebietes gebildet werden können, so bleiben sie ungeändert bei con- 
former Abbildung der Figur. 

Wir haben den Satz noch dadurch zu ergänzen, dass wir die geome- 
trische Bedeutung der w, feststellen. 

Wie verhält es sich mit den Funetionen einer complexen Grösse 
2» = s+ni? Die Ungleichung (C.) bleibt bestehen. Wenn man also von 
einer im Greebiete @ regulären und eindeutigen Function p(x) weiss, dass 
ihre Werthschwankungen auf den einzelnen Linien Z, die Werthe /, nicht 
übersteigen, so ist jedenfalls: 


> 
= 


FR >. 
ya) -pn)| S 


Iv 


(w,.4,) 


a) 


Aber es ist nicht gesagt, dass dies hier die obere Grenze des Werthunter- 
schiedes ist. Die Annäherung an den Werth / haben wir ja vorhin da- 
durch erreicht, dass wir reelle Funetionen von 5 und n betrachteten. Die 
wahre obere Grenze für |p(2,)—gy(z,)| muss eine andere, wahrscheinlich 
transcendente, Function der /, sein, die verschwindet, wenn auch nur ein 
4, gleich 0 gesetzt wird. Denn „(z) ist schon nothwendig eine Constante, 
wenn auch nur eine der Grössen D,(y) gleich O ist. 


|| 


S 6. 
3 
Da J(z) im Gebiete @ nur die Periode 1 hat, so ist 
se erw) 


eine eindeutige Function. J(z) wird im Gebiet nur singulär an den Stellen 
X, x, und zwar wie 
1 0 


WORE a 
Imi = c—=c, 





) 


en 
en 


se 
In 
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z hat daher im ganzen Gebiete, mit Einschluss der Grenze, den 
Charakter einer eindeutigen rationalen Funetion, und wird nur O0 in =,, nur 
unendlich in x,, beides von der ersten Ordnung. 

An jeder Linie Z, ist der imaginäre Theil von J(z) constant. Deshalb 
hat der absolute Betrag von z längs jeder Randlinie einen constanten Werth. 

Ferner gilt folgender Satz: 

z nimmt jeden Werth ce entweder an einer Stelle im Innern, oder 
an zwei Stellen der Grenze an. 

Letztere sind natürlich immer zwei conjugirte Stellen, Sie können 
auch zusammenfallen. Ist ce ein Werth, den z an einer solchen Doppel- 


stelle, einem der Punkte A,, B,, annimmt, so wird dort s—e gleich 0 von 


der zweiten Ordnung. 

Zunächst eine Vorbemerkung zum Beweise. ‚Jedem Punkte «a einer 
Linie L, entspricht ein conjugirter Punkt a derselben Linie: derjenige, in 
welchem J(x) denselben Werth hat, wie in «. Wir können diese Definition: 
Jx)=J(x), ausdehnen auf Punkte, die nicht auf Z, selbst, aber in der 
Nähe von Z, liegen. Jedem & in der Nähe von Z, wird ein bestimmtes 
z entsprechen, das gleichfalls in der Nähe von Z, liegt. Da aber, wenn 
xz die Linie Z, in einer Richtung durchläuft, der conjugirte Punkt x den 
entgegengesetzten Weg macht, so muss einem Punkte x, der in der Nähe 
von L,, und innerhalb des Gebietes @ liegt, ein conjugirter x’ entsprechen, 
der sich bereits jenseits dieser Grenzlinie befindet. Wenn wir demnach Z 
eng umschliessen durch eine ganz im Innern von @ verlaufende Linie /,, 
so wird durch die Gleichung J(z’) = J(z) das zwischen L, und ZL, liegende 
Gebiet @, conform abgebildet in ein anderes @,, das in der Linie Z, an 
G, grenzt, aber ganz jenseits Z, liegt. 

Es sei e ein beliebiger Werth. Ich bezeichne dann mit » die An- 
zahl der im Innern von @ liegenden Wurzeln der Gleiehung =—e=(, und 
mit z, (@=0,1,...,e) die Anzahl derjenigen, die auf Z, liegen, jede mit 
der zugehörigen Ordnungszahl genommen. Dann denke ich mir o+1 Linien 

Br re B 
ganz im Innern von @ gezogen, welche die Randlinien Z, 2, ..., 2, eng 
umschliessen. Jedenfalls soll keine Wurzel der Gleichung 3—ce=0 auf 
einer von den Linien L, oder zwischen einem Z/, und dem zugehörigen Z 
liegen, und ebenso wenig der Punkt z,, wo s=x wird. 
Zu dem Gebiete @,, das von Z/, und Z, begrenzt wird, denke ich mir 
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nun das conjugirte @, auf der andern Seite von Z, hinzugefügt. Das durch 
Vereinigung beider entstehende nenne ich @,. Es enthält die Linie Z, in 
seinem Innern und wird begrenzt nach der einen Seite durch die Linie /,,, 
nach der anderen durch die zu Z, conjugirte Linie Z,, welche ganz ausser- 
halb des Gebiets @ verläuft. 

Es sei 2rim, — wo m, eine ganze Zahl ist — die Aenderung, 
welche log(z—e) erfährt, wenn x die Linie Z, in dem Sinne durchläuft, 
dass das Innere von @, zur Linken bleibt. 

Es wird dann der zu x conjugirte Punkt x’ die andere Grenzlinie 
von @, durchlaufen, ebenfalls in der Richtung, dass das Innere zur Linken 
bleibt. Da nun zu conjugirten Punkten x, x derselbe Werth von J(x), 
also auch von z gehört, so muss log(3—c) auf Z,) genau dieselbe Aende- 
rung 2rim, erfahren, wie vorhin auf Z,, vorausgesetzt, dass auch hier » 
die Linie so durchläuft, dass das Innere zur Linken liegt. 

Die Summe beider Aenderungen, also 4rrim,, ist aber nach einem 
bekannten Satz gleich 2ni (p-g), wo p die Anzahl der Stellen im Innern 
von @, bedeutet, in denen z-—c=(0 wird, und g die Anzahl derer, wo 
3= co wird. Es ist aber offenbar g= 0 undp =n,, da den Voraussetzungen 
nach zwischen Z/, und L,, und ebenso natürlich zwischen Z, und L), keine 
Wurzeln der Gleichung s—ce=0 liegen. Daher ist: 

4nim, = 2nin,, 
oder: 
= am. 
Die Zahl », ist demnach eine gerade, und m, ist positiv oder 0. 

Nun betrachte ich den (o-+1)-fach zusammenhängenden Bereich @‘, 
der von den Linien Z, begrenzt wird. Auf der Grenze von @ liegt keine, 
und im Innern liegen » Wurzeln der Gleichung 3—c=0; ferner liegt im 
Innern eine Stelle, wo 3= » wird. Daher ist die Summe der Aenderungen, 
welche log(z—c) erfährt, wenn x die einzelnen Linien Z, im negativen 
Sinne durchläuft, also in der Weise, dass jedesmal @ zur Rechten, und @, 


wie vorhin zur Linken bleibt: 
— 2ni(n—1). 
Dadurch entsteht die Relation 


> 2nim, = —2ni(n—1), 


a—i 


oder 


n+ Em, = 1. 


a=() 
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Es kann aber von den ganzen Zahlen » und m, keine negativ sein; 
folglich muss immer eine dieser e-+2 Zahlen 1 sein, während alle übrigen 
0 sind. Entweder ist also »=1, und dann sind alle Zahlen m,, mithin 
auch alle », gleich 0; oder es ist a=0, dann ist ein m, gleich 1, also 
ein »n, gleich 2, während alle übrigen », ebenfalls 0 sind. Mit anderen 
Worten: 

Entweder wird der Werth e von der Function z an einer Stelle 
innerhalb des Gebiets angenommen; dann ist an allen anderen Stellen inner- 
halb und auf der Grenze des Gebiets z von e verschieden. 

Oder der Werth e wird nicht innerhalb des Gebiets angenommen. 
Dann giebt es auf einer Linie Z, zwei conjugirte Punkte, die auch zu- 
sammenfallen können, in denen 3=e wird; an allen anderen Punkten der 
(srenze ist dann aber z von ce verschieden. 

Hieraus folgt: 

Die Grössen ©,, ®,, ..., @, sind sämmtlich kleiner als 1. 


.. .. 1 
Denn wäre »®, — 1, so würde der Werth dem Intervall von 0 
= D) 


bis 1 angehören. Es würde daher die Function 


nis) __ De artw at 


z=e 


den Werth, den sie in dem Punkte A,, wo t=0 ist, besitzt, noch in einem 


. 1 u 
anderen, dem Werthe £= —- entsprechenden Punkte der Linie Z, annehmen. 


0. 


Dies ist unmöglich, da in A, zwei conjugirte Punkte zusammenfallen. 


87 
Construiren wir in der Ebene der complexen Grösse z diejenigen 
Punkte oder Werthe von z, die den Randlinien des Gebietes @ entsprechen. 
Für die Linie Z, hatten wir gesetzt: | 
az) = c,+tu,t, 
wo £ von O bis 1 zunimmt und wieder von 1 bis 0 abnimmt, wenn z von 
A, aus die ganze Linie durchläuft. Es beschreibt daher 


2 =e *e * 


im positiven Sinne und dann wieder zurück im negativen einen Kreisbogen, 
dessen ‚Mittelpunkt der Nullpunkt ist, und dessen Anfangs- und Endpunkt 
durch die Werthe 


2niw, 
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gegeben sind. Dieser Bogen, den wir K, nennen wollen, ist keine volle 
Peripherie, weil ®, <1 ist; w, selbst ist das Verhältniss der Länge dieses 
Bogens K, zur ganzen Peripherie. 

Den Linien Z,, L, ..., Z, entspricht auf diese Weise ein System 
eoncentrischer Kreisbögen: 

GE Te * 
und der analytische Satz, den wir im vorigen Paragraphen bewiesen haben, 
lässt sich jetzt geometrisch so fassen: 

Zu jedem Punkte 3=c, der nicht auf einer der Linien K liegt, ge- 
hört ein und nur ein Punkt im Innern von @, und keiner auf der Grenze. 
Einem Punkte z=c aber, der auf einer der Linien X liegt, entspricht kein 
Punkt im Innern, dagegen zwei und nur zwei Punkte der Grenze, die auf 
einer und derselben Randlinie liegen. Endlich entsprechen den 20-+2 End- 
punkten der Linie X die Punkte, die wir mit A,, B, bezeichnet haben. 

Man sieht auch, dass zwei verschiedene Linien X keinen Punkt mit 
einander gemeinsam haben können, auch wenn sie denselben Radius be- 
sitzen sollten. Denn dies würde heissen, dass z auf zwei verschiedenen 
Linien Z, denselben Werth annimmt. 

Dem Punkte x, entspricht in der s-Ebene der Nullpunkt, dem Punkte 
x, der unendlich ferne. 

Wir können die Gesammtheit aller nicht auf den Linien X liegenden 
Punkte der z-Ebene als das Innere, die Linien K selbst als die Begrenzung 
eines (o+1)-fach zusammenhängenden Gebietes G auffassen. In dieses wird 
durch die Gleichung: ” 

= ee m f(x) 
das Gebiet @ conform abgebildet, und zwar so, dass x, in den Nullpunkt, 
x, in den unendlich fernen übergeht, und die Linien Z in Bögen concen- 
trischer Kreise, die um den Nullpunkt beschrieben sind. 

Abgesehen davon, dass man zu z noch einen constanten Factor 
hinzufügen kann, ist diese Abbildung eine völlig bestimmte. 

Denn nehme ich an, dass eine Function 3= f(x) gegeben ist, die 
eine gegenseitig eindeutige Abbildung der Gebiete @ und @ vermittelt, und 
dass 3=0 für =r,, 3=Xx für e=r, wird. Wenn ich dann im Gebiete 
@ eine Linie Z, ziehe, welche die Randlinie Z, eng umschliesst, und in 
der s-Ebene die entsprechende Linie K, eonstruire, die den Bogen K, um- 
giebt, so wird offenbar nicht nur z, sondern auch log(z) in sich selbst 
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zurückkehren, wenn 3 die Linie X), durchläuft. Daher wird auch 


3, 108 /(a) 
in sich selbst zurückkehren, wenn x die Linie L, beschreibt. Die Eigen- 
schaften dieser Function stimmen demnach genau mit denen überein, durch 
welche unser J(x) bis auf eine additive Constante bestimmt war. 

Bei dieser Abbildung des Gebietes @ in die ganze unendliche Ebene 
(3) erhalten die Üoeffieienten »&,, wie bereits erwähnt, eine sehr einfache 
geometrische Bedeutung. Ich will deshalb unseren Hauptsatz noch einmal, 
jetzt in dieser Form, aussprechen: 

Es sei ein (o+1)-fach zusammenhängendes Gebiet mit regulärer 
Begrenzung gegeben und eine harmonische Funetion U(£,n), von der man 
weiss: erstens, dass sie in dem ganzen Gebiete, mit Einschluss der Grenze, 
regulär und nebst ihrer zugeordneten Funetion V(£,r) eindeutig ist, zwei- 
tens, dass die Werthänderungen, welche U(£,r) auf den einzelnen Rand- 
linien 4, L, ..., Z, des Gebietes erfährt, ihrem absoluten Betrage nach 
unterhalb gegebener Werthe 4,, 4,, =. 4, bleiben. 

Fasse ich dann mit dieser einen Funetion U zugleich die Gesammt- 
heit aller ins Auge, die beiden Bedingungen genügen, so wird der absolute 
Werth der Aenderung, die ein solches U beim Uebergange von einem Punkte 
P, innerhalb des Gebietes zu einem anderen P, erfährt, insofern eine variable 
Grösse sein, als ich die Funetion U variren kann. 

Diese variable Grösse |U,—U;, hat indess eine endliche obere 
Grenze /, der sie durch geeignete Wahl von U beliebig nahe gebracht, 
die aber nie überstiegen werden kann. Der Werth von / wird natürlich 
abhängen einerseits von den gegebenen Werthen 4,. 4,, ..., /,, anderer- 
seits von der Lage der beiden Punkte P,, P, im Gebiete. Nach unseren 
Beweisen gilt nun Folgendes: 

4 ist eine lineare Function von 4,, 4,, ..., 4,: 


A= N WW. das 


a () 


deren Coefficienten », zwischen O0 und 1 gelegene Grössen sind. 


Die Art, wie die einzelnen », von der Lage der beiden Punkte 


(A 


P,, P, im Gebiete abhängig sind, wird angegeben durch. den »>atz: 


Bildet man — was im wesentlichen nur auf eine Weise möglich 
ist — das Gebiet @ conform ab auf die ganze unendliche Ebene, und 


zwar so, dass dem Punkte P, der Nullpunkt, P, der unendlich ferne ent- 
Journal für Mathematik Bd. CXVII. Heft 3. 32 
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spricht, und dass die Linien Z in Bögen concentrischer Kreise übergehen, die 
um den Nullpunkt beschrieben sind, so ist jedes », gleich der Länge eines 
solchen Kreisbogens, dividirt durch dessen ganze Peripherie. 

Eine Folgerung möge noch erwähnt werden. Da die w, sämmtlich 
kleiner als 1 sind, so ist: 


dA<5EA, 


a) 


Hier ist der Ausdruck auf der rechten Seite vollkommen unabhängig von 
P,, P. Wir ziehen hieraus den Satz: 

Die grösste Werthschwankung einer Function U in einem Gebiete @ 
ist kleiner oder gleich der Summe der grössten Werthsehwankungen, die 
U auf den einzelnen Randlinien von @ erfährt. 


$ 8. 

Für den Fall o=0, wo nur eine Randlinie vorhanden ist, hätte sich 
die ganze Betrachtung hauptsächlich insofern vereinfacht, als hier jede im 
(rebiete reguläre harmonische Function U zugleich eindeutig ist und eine 
eindeutige zugeordnete Function hat. Das Resultat bleibt bestehen. Wenn 
ich also die Function U der Bedingung unterwerfe, dass ihre Werth- 
schwankungen auf der Randlinie den Werth /, nicht übersteigen sollen, 
so ist 4, die obere Grenze für den Werthunterschied |U,—U,| der Fune- 
tion in zwei fest angenommenen Punkten P,, P, innerhalb des Gebietes. 
Dabei ist ® ein positiver echter Bruch, dessen geometrische Definition fol- 
gende ist: 

Transformire ich das gegebene Gebiet @ durch eine Gleichung 
z=/f(x) so, dass x, in den Nullpunkt, x, in den unendlich fernen und die 
Randlinie in den Bogen K eines um den Nullpunkt beschriebenen Kreises 
übergeht, während dem Innern von @ die ganze z-Ebene mit Ausnahme 
der Linie K entspricht, so ist » gleich der Länge dieses Bogens K, dividirt 
durch die ganze Peripherie. 

Vergleichen wir damit das Resultat, das wir in den ersten Paragraphen, 
allerdings nur für die Functionen U= (5-+mi), erhalten haben. Danach 
ist |U,—U,| immer kleiner als E.4,, wo E ebenfalls einen von der Lage 
der beiden Punkte P,, P, abhängigen echten Bruch bedeutet, der aber anders 
definirt war, nämlich folgendermassen: 

Transformire ich durch eine Gleichung 


y= g9(8) 
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das gegebene Gebiet in den Einheitskreis: 
vis1, 
und zwar so, dass dem Punkte x, der Mittelpunkt y= 0 dieses Kreises ent- 





spricht, dann ist E die Entfernung des Mittelpunktes von derjenigen Stelle 
y, im Innern des Kreises, die dem Punkte x, entspricht. 

Es ist von Interesse, zu untersuchen, welcher von diesen beiden 
Werthen E und » der kleinere ist. Die Beziehung, welche zwischen E 
und ® besteht, wird man am einfachsten erhalten, wenn man das Gebiet 
G, also die volle z-Ebene mit dem Kreisbogen K als Grenze, in den Ein- 
heitskreis der y-Ebene abbildet, und zwar so, dass dem Punkte z = 0 wiederum 
der Punkt y=0 entspricht. Wenn wir ausserdem die Substitution so ein- 
richten, dass der Werth y,, der zuz=»x (also zu 2e=z,) gehört, ein posi- 
tiver wird, so ist offenbar direet y, =E. 

Es seien 

ee wc ce 
die beiden Endpunkte des Bogens K. Dann stellt 
= cd“ 
die Mitte desselben dar, und der Ausdruck 


ceT-+c 
—uo 
> 
der für @=0 den Werth e, für @=1 den Werth e, endlich für = x den 


Werth e’ annimmt, stellt analytisch den ganzen Bogen K dar, wenn ich 
unter 7 eine positive Veränderliche verstehe, die von 0 bis oo varirt. 

Einem Punkte z, der nieht auf X liegt, entspricht ein negatives oder 
imaginäres r. Setze ich nun @=f,, also 


et’ +c 
" 
c+c? 


so gehören zu jedem Punkte der Linie K zwei reelle Werthe # und —t, 
zu jedem z ausserhalb - X aber zwei imaginäre. Wenn wir unter ? den- 
jenigen der beiden Werthe verstehen, dessen zweite Coordinate > 0 ist, 
so wird hierdurch das Gebiet @ eonform abgebildet auf die positive Halb- 
ebene (?). 

‚Nun seien 4, und i, die beiden Werthe von #, die zuz=0 und 
3 = x gehören: 
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E5 
Sie sind mit positiver zweiter Coordinate zu nehmen; also ist: 


Harn) ni 


beit. wie; 


Setzen wir weiter: 
er 


0 


2 
so entsprechen den Werthen 2=0, t=1 und t=x die Werthe: 
1 
—, 


0 


y=l, —l, 


die sämmtlich dem absoluten Betrage nach 1 sind. Daher geht durch diese 
Substitution die reelle Gerade in den Einheitskreis der y-Ebene über. Dem 
Werthe #, entspricht der Werth y=0, und dem Werthe t=1t, der Werth 
yı= I wi — sin er) 
Durch die beiden Substitutionen 
et? +e' y—t 
RT 
wird demnach die Fläche @ zuerst in die positive Halbebene, dann in den 
Einheitskreis der Ebene (y) übergeführt. Dabei entsprechen den Punkten 
3=(0 und s=»x (die ihrerseits durch die Gleichung z= f(x) aus x, und 
x, hervorgingen) zuerst die Punkte t=4, und t=t, dann y=0 und 


y- sin ( a ) Folglich ist: 


) 


Y ® To \ 
E =— sin ( 2 Js 
2 
o = —Aresin(E). 
st 


Diese Formel zeigt, dass » kleiner ist als E, dass demnach die Unglei- 
chung (B.) auch für das einfach zusammenhängende Gebiet in bezug auf 
die Funectionen eines complexen Arguments mehr aussagt, als der Satz, 
welcher in den ersten Paragraphen aufgestellt wurde. Allerdings ist auch 
für diesen kleineren Werth /,.0, oder D(y).w, nicht bewiesen, dass er die 
wahre obere Grenze von |p(z,)—gy(x,)| darstellt, was hier noch einmal her- 
vorgehoben werden soll; dies steht vielmehr nur fest für das umfassendere 
(seschlecht der harmonischen Functionen. 

Nehmen wir noch einmal für @ die Fläche des Kreises, der mit dem 


Radius R um den Nullpunkt beschrieben ist. Es sei wieder p(x) eine in 
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diesem Kreise reguläre Function, D(y) ihre grösste Werthschwankung auf 
der Grenze. Dann gilt jetzt allgemein die Formel: 
ß ı : R(z,—x,) 
p(a)—-gY(z)| SZ D(p)- — Aresin | — 
u 7T R’— x, 
Daraus folgen die speeielleren, in denen r irgend eine positive Grüsse be- 
deuten möge, die kleiner als R ist: 
yr)-yO0) = D(y)- : Aresin(— ), 
i N st \R 
- u >Rr 
lofe\ (_e\| < / BEER 
o(r)—gp(—r)| SZ D(y)- — Aresin( —; — )' 
ıp(r) P\ = P) 7c S \R’-+r’ J 


Letztere kann einfacher so dargestellt werden: 
ıy(r)—-y(—r)| = D(y)- : Aretg( ) 
f ) P\ u — \p) 7 5 O\R/ 


Endlich folgt, wenn man x, mit x, zusammenrücken lässt: 


Ir (r\| u D (e \ € 2 b R 
| vi $) - R’—r’ ’ 
und für r=0: 
ira DE RG) 
() « % - R 
f ( #V Zu rt R 


Wenn also D(y) die grösste Werthschwankung einer Function in einem 
Kreise vom Radius R bedeutet, so kann der absolute Betrag der Ableitung 
im Mittelpunkte des Kreises den Werth 

2 D(g) 

re R 


nicht übersteigen. 
Marburg, den 7. Juli 1896. 











Ueber die Reihenentwickelung der Integrale 

eines Systems von Differentialgleichungen in der 

Umgebung gewisser singulärer Stellen. 
(Fortsetzung der Arbeit aus Band 117 S. 104— 128.) 


(Von Herrn J. Horn in Charlottenburg.) 


Di. vorliegende Arbeit bringt zu der unter gleichem Titel im 116. 
und 117. Bande dieses Journals erschienenen Abhandlung einige Ergänzungen, 
welche zum Theil durch den dritten Band von Picard’s Trait@ d’Analyse 
veranlasst worden sind ($ 10 und $ 11). Hieran knüpfen sich einige Be- 
merkungen über die Art, wie die willkürlichen Constanten in den früher 
aufgestellten Reihenentwickelungen auftreten ($ 12). 


$ 10. 

Im ersten Kapitel des dritten Bandes des Traite d’Analyse wird nach 
Vorarbeiten der Herren Poincare und Picard ein System von Differential- 
sleichungen 

dx dx, dx, 


Erz er 


A Be : 
betrachtet, worin X, (@e=|],...,n) eine gewöhnliche Potenzreihe von 
5, 0a, ..., x, darstellt, welche für z,=(, ..., z,=0 verschwindet und 


für hinreichend kleine absolute Beträge der Argumente convergirt: 


Es handelt sich um die Integraleurven, welche durch den Punkt &,=(, ..., 
x,=(0 gehen oder sich demselben beliebig nähern. Das System wird auf 
die Form 


de, 
ler = Ä, (a=1,...,n) 


gebracht, und es werden z,, ..., x, als Functionen von £ dargestellt. Es 
seien folgende Bedingungen erfüllt: 
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1) die Determinante |a,,—sd,;| (0,# =1,...,r) habe lauter einfache 
Elementartheiler s—a,, ..., s—a,; 

2) die Punkte a,, ..., a, (mn) liegen in der Ebene der com- 
plexen Zahlen auf derselben Seite einer durch den Nullpunkt gehenden 
Geraden; 

3) es bestehe keine Beziehung von der Form 

d,„ = 9,4-+°'+0,4n; 


wo « eine der Zahlen 1, ...., » bedeutet und o,, ..., 0, ganze positive 


Zahlen (einschl. 0) mit einer Summe 9,-++--+o, > 1 sind. 


m 


Dann ergeben sich, wenn mit C,, ..., C, willkürliche Constante 
bezeichnet werden, für &,, ..., x, Potenzreihen von Of", ..., ©,E”, welche 
convergiren, wenn die absoluten Beträge dieser m Grössen gewisse Werthe 
nicht überschreiten, und welche mit diesen Grössen verschwinden. 

Es fragt sich zunächst, unter welcher Bedingung es möglich ist, die 
Veränderliche £ einen Weg durchlaufen zu lassen, auf welchem sich 
", ..., £°” gleichzeitig der Grenze Null nähern. Es sei ,=p+qVY-—1 
(G=1,...,m). Wir setzen 


t = re? 


FE 
R,e yo (G=1,..., m) 


’ 


1 
£* 


l 


so dass 
logr—g;, 4 
R,= e" “ ‚ 6, =p,$+g,logr. 
Die Variable # durchlaufe die Curve 9 = f(r) mit limr = 0 oder limr = «: 
es handelt sich um die Bedingung dafür, dass sich die Ausdrücke 


logR, = p.logr—q;f(r) G=1,...,m) 


gleichzeitig der Grenze — nähern. Ist 1) lim Bei (z. B. wenn 


logr er 
N : A ‚1 i 
t die hyperbolische Spirale =" mit dem asymptotischen Punkt t= 0 


durchläuft), so ist 


-limlog R, = —-q,limf(r) = —x, 
wenn limf(r)=-+% und sämmtliche g; positiv oder limf(r) = — und 
.. . . . fa * r - . . 
sämmtliche g, negativ sind. Ist 2) lim ng (z. B. wenn sich £ auf 
ogr 
der Geraden 4 = 9" nach t= 0 bewegt), so ist limlog R, = p, limlogr = —x 
G@=]1,...,m), wenn limr =0 und sämmtliche p; positiv oder limr = co und 
.. ® . . fr . r 1 . > 
sämmtliche p, negativ sind. Ist 3) lim die, =— endlich und von Null 
ogr 
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\ 1 } £ . 
verschieden, so kann man f{r)= logr setzen, also £ die logarithmische 


Spirale r = e”” durchlaufen lassen. Setzen wir 





1 n 
Va = „ logr+4, 
so wird 
1 
0, = 1, \0gR+6,, 


wo 
Pi 
; a a m m —_ p+g 90 
Bi RT ERST 
AN. BT | 


ist, so dass auch £" eine logarithmische Spirale durchläuft. (£ und £' wer- 
den nur dann gleichzeitig mit endlichem Argument Null oder unendlich 
gross, wenn m und M, gleichzeitig unendlich werden, d. h. wenn =, 
also a, reell ist.) Wir haben 


a GN = 90. 
log, = (p- = )logr—qg9"; 


damit limlogR, = —-x (i=1,...,m) wird, müssen die m Zahlen 
Ti 
DD: — (i use 
P: m 
dasselbe Vorzeichen haben, d. h. die Punkte ,=p,+qV-1 (i=1,..., m) 


müssen auf derselben Seite einer Geraden liegen, welche, wenn p, q die 
rechtwinkligen Coordinaten eines Punktes der Zahlenebene bezeichnen, die 


1 


Gleiehune »— —() oder g= mp besitzt. 
I +7 ] I 


Es sei schliesslich lim 9 = +5, ohne dass sich r der Grenze 0 oder 





oo nähert; limlogR,; = —q,lim$ ist nur dann gleich —x, wenn lim9 = + 
und sämmtliche g, negativ oder lim9 = —o und sämmtliche g, positiv sind. 





Alle Fälle zusammenfassend. haben wir den Satz: 





Die Grössen t",.... E”" können sich nur dann gleichzeitig der Grenze 





Null nähern, wenn die Punkte a,, ..., a„ auf derselben Seite einer durch 
den Nullpunkt gehenden Geraden liegen. 


r . a ; ' -] . . 
Wenn nun die Punkte a, = o,e"' =1,...,m) auf derselben Seite 
einer durch den Nullpunkt gehenden Geraden liegen, d. h. wenn ein Win- 
kel p derart vorhanden ist, dass 


PY<N<PT, 
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€ f so geht das System 


dx, 
t = Fa .2,+ ( 
dt . 
dureh die Substitution 
[0] 1 
bug 
über in 
‚dt. 
t - = 0 .%5- ( ' ) 
di z a 
wobei 
Q,; ui e”! 4; 


ist; die Gleichung |a/;—s’d,;| = 0 hat die Wurzeln 


’- ' PN f ! r z 
ae a 
| ı f Iss . . 
) das Argument 9, =gy;+w von a, erfüllt die Bedingung 
Y+w < p, < g+w-+n 
7 . 
oder, wenn man = — —.. —y annimmt, 
ee 
— > <_ p; > ( ) 
n) d. h. die reellen Theile der Grössen a,, ..., a, sind positiv. 
| Die obige Bedingung 2) kann demnach zurückgeführt werden auf die 
') Bedingung, dass die reellen Theile von a,, .... a, positiv sind. 
ne j Die Gestalt, welche die heihenentwickelungen der Integrale an- 
© | nehmen, wenn die Bedingungen 1) und 3) nicht erfüllt sind, wurde in der 
| früheren Arbeit unter der Voraussetzung untersucht, dass @,, ..., a, positive 
” reelle Theile besitzen; nach dem, was soeben gezeigt wurde, gelten die- 
selben Entwickelungen, wenn a,, ..., a, auf derselben Seite einer durch 
> h 
) | den Nullpunkt gehenden Geraden liegen. An Stelle von t", ..., E” treten 
Ausdrücke 
log", ..., E”llogt) 
e eo 
h | wo kı, ..., k„ ganze positive Zahlen (einschl. Null) sind, welche durch die 
| Elementartheiler der Determinante a,;—sd,; und durch die zwischen a,..... a, 
bestehenden Beziehungen bedingt sind.*) Unter der über a,, ..., a, gemachten 
@ 
1- %) Die Modificationen, welche in Folge davon eintreten, dass auf der rechten Seite 
| dr, u Yan Dar De * 
der Differentialgleichung { dt —= X, die unabhängige Veränderliche t nicht erscheint, 
” sind leicht zu erkennen. Zunächst tritt in den Potenzreihen für ®&,,..., x. die Grösse 


Journal für Mathematik Bd. CXVII. Heft 3. 353 





















258 Horn, über die Reihenentwickelung der Integrale von Differentialgleichungen. 


Voraussetzung ist es möglich, £ einen solchen Weg durchlaufen zu lassen, 
dass sich die Grössen t"(logf)" @=1, ..., m) gleichzeitig der Grenze Null 
nähern; denn dureh die Substitution RE ie sehen diese Grössen über 
in illogt ie wo die reellen Theile der a; positiv sind. Die letzteren 
Grössen werden aber Null, wenn £ mit endlichem Argument Null wird; 


der entsprechende Weg von t ist im allgemeinen eine logarithmische Spirale. 


$ 11. 
Das Differentialgleichungssystem habe wieder die in der früheren 
Arbeit zu Grunde gelegte Form 


dy, 
ar” gg G.®, Yı, DE Y,) (2 =1,...,n) 


G, PR 5 0,3Y:+°"" 
3 


und die Gleichung |a,;—sd 





„3|= 0 habe die Wurzeln a, ..., a. In der 
Ebene der complexen Zahlen mögen die Punkte 1, a, ..., a, auf der 
einen, die Punkte a,..ı, ..., a, auf der anderen Seite einer durch den 
Nullpunkt gehenden Geraden liegen*). Meine früheren Entwickelungen, 
welche auf der specielleren Voraussetzung beruhen, dass die reellen Theile 
von &ı, ..., 4, Positiv sind, erfahren nur kleine Aenderungen. 

Die Determinante |a,;—sd,;| habe zunächst lauter einfache Elementar- 
theiler s—a,, ..., s—a,, sodass man dem System die Form geben kann: 
dy, 


a ng 0,Y.t°"', (a1, ...%) 


welche unter der Voraussetzung, dass zwischen a,, ..., a, keine Relationen 


! nicht selbst als Argument auf. Wenn ferner die Grössen a,, ..., 4, so angeordnet 
werden, dass die reellen Theile der Grössen e®/-!a, i=1, ..., m) (oder, was dasselbe 


ist, die Entfernungen der Punkte a; von derjenigen Geraden, auf deren einer Seite diese 
Punkte liegen) nicht abnehmen, kommen nur Beziehungen von der Form 


,=9,4-+'"+9-14-ı 
in Betracht, während es sich früher, als X, auch die unabhängige Veränderliche £ ent- 
hielt, um Relationen von der Gestalt —=_0-+0,a,+*"-+0;-ı a;-ı handelte. 

“) Im Traite d’Analyse Bd. Ill, S.21 ist ein solches System auf ein System von 
der in $ 10 betrachteten Gestalt zurückgeführt; es bedarf jedoch noch des Nachweises, 
dass Relationen von der Form 1=p,4,+-"+Pp.A. (in der Bezeichnung des Herrn 
Picard) nicht in Betracht kommen. 

















en, 
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er 
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bestehen, in $ 1 (Bd. 116) behandelt ist. Die dortigen Entwickelungen blei- 
ben Wort für Wort bestehen; nur zum Convergenzbeweis ist Folgendes 
zu bemerken. 
Es handelt sich wie in $1 um den Nachweis, dass eine positive 
Zahl M so vorhanden ist, dass 
A+la + +4,a,„—a,| >M 


ist für alle Systeme ganzer positiver Werthe 2, 4,,..., 4, mit Ausnahme von 
»=0, 4,+--+4,=1. Derselbe lässt sich wie folgt führen. Der Winkel 
o sei (ähnlich wie in $ 10) so gewählt, dass die reellen Theile von 


! 


a’ = e"V/-! und a! = e") 


1 
> I 


a, 


a, i=1,...,m) positiv, diejenigen von a,= e"' 
(k=m+l,...,n) negativ oder Null sind, und man beweist wie in $] 
das Vorhandensein einer solchen Zahl M, dass für alle Werthsysteme 2, A, .... / 
mit Ausnahme von =0, 4, +-- +4, =] 


ka'+),a, + -+4,a,—a,| > M 


ist. Man braucht nur auf S. 270, Bd. 116 «a, «a,,.... a), an Stelle von 1,a,..... «, 


m 


zu setzen. Wegen 
La + ha, + eilig a (+ ng 4, d, ++) 
ist dann auch 


5. 94 | ı 9 
A TAG, Tr TA. 


-a,| >, 


mn 


w. z. b. w. 


bestehen ($ 2), 


Falls Relationen zwischen den Grössen @,, ..., a \ 


erfährt auch nur der Convergenzbeweis geringe Modificationen. Es handelt 
sich um Beziehungen 


a, = 4+,a, + +/4,a 


m» 


WO A, Ay... 4, ganze positive Zahlen einschl. Null (mit Ausnahme von 


m 
»=0, 4,+--+4,— 1) sind. Diejenigen Grössen @,. ..., a,. welche nicht 
auf der linken Seite einer solchen Gleichung auftreten, seien wieder mit 
Ay, ».., a, bezeichnet;- die übrigen Grössen seien so geordnet, dass die 
reellen Theile von e”!—"a, @=!-+1,...,m) eine nicht: abnehmende Reihe 
bilden. Die Grössen a’ = e®/", a=e"/—"a, (i=1,....m) haben positive 
reelle Theile, und es können zwischen denselben nur Beziehungen von der Form 


! ! ! N f ! 
\ a = Pa +94 +'"+0:-d;-ı;, 


also zwischen a,, ..., a, nur Beziehungen von der Form 


m 


ion \ | 
da, — 0 0,4, | le 0; _14, 1 
x 


29 
OO 
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bestehen. Die reellen Theile der Grössen a, = e"/"a, (k=m+1,...,n) 
sind negativ oder Null. Auf S. 282, Bd. 116 sind jetzt die Grössen a, -. ., 4, 
folgendermassen einzuführen. Es sei 


<A RM), 


u N (a;), G=1,...,D 
q; 22 ua+u,i + tu), a_:; (i=!+1,....m) 

dann setzen wir 

a’ 
q, a? (i=1, .., m) 
ferner 
Na; 

ll = x ) 3 (kk=m+l,...n) 


sodass a, negativ oder Null ist. Wenn man wie früher a=4+4,0,4+:--+4,a, 
setzt, so ist eine Zahl r so vorhanden, dass für a > r der Üoefficient von 


(<(a) 
Ö Akad 


m 


in der Kecursionsformel (16.), $2 positiv ist. Es ist nun zu beweisen, 
dass zwei Zahlen r und g so vorhanden sind, dass für a > tr 
Om < I 
ist (Bd. 116, 8. 288). Wir schreiben 
09, = Kant —a—ne) _ a Aashlal-me)+ (ae) 


! 


,+la, +: —a, a ),a’ +4,01 + —a), \ 
wobei € = we gesetzt ist. Durch Anwendung des früheren Beweisverfahrens 
ergiebt sich das Vorhandensein zweier Zahlen r’ und g’ in der Weise, dass 
für Alta + +4,00, >t: 

Aa tAlam—me)t (da rae) | 


Aa'+i,ai+ en“ v2: | <g 
ist. Setzt man 
v ‚ ja’) g’ 
ee ui 7 Rn 


so ist für A+ 4,1, +: +4,0, >rt 

Lore < 9 
w. z. b. w. Im übrigen bleibt der in $ 2 geführte Beweis ungeändert be- 
stehen. Aus dem Angeführten sind auch die Aenderungen ersichtlich, 


welche im Falle mehrfacher Elementartheiler in $6 und $”7 Bd. 117 
vorzunehmen sind. 
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Demnach ergeben sich auch dann, wenn die Punkte 1, a, ..., a, auf 
derselben Seite einer durch den Nullpunkt gehenden Geraden liegen, Reihen 
von der Form 


„= B.l2, "(lege)", .- ., x" (log) "), (@a=1,...,n) 
wo W, eine mit m willkürlichen Constanten behaftete Potenzreihe der bei- 
gefügten Argumente bedeutet, welche für hinreichend kleine absolute Beträge 
dieser Argumente convergirt und für die Nullwerthe derselben verschwindet; 
li, ..., A, sind ganze positive Zahlen (einschl. Null). Es ist möglich, die 
Variable x eine solche sich dem Nullpunkt unbegrenzt nähernde Curve 
durchlaufen zu lassen (im allgemeinen eine logarithmische Spirale), dass 
auch die absoluten Beträge der Grössen z(loge)" ü=1, ..., m) beliebig 
klein werden. 


$ 12. 

Es möge nun noch auf die Abhängigkeit der Reihenentwickelungen 
der Integrale von den willkürlichen Constanten ohne Rücksicht auf Voll- 
ständigkeit kurz eingegangen werden. 

Beginnen wir zur Darstellung der Methode mit dem bereits erledigten 


a,;—s0,,| lauter einfache Elementartheiler 





Fall*), dass die Determinante 


s—lı. ».., s—a, besitzt und dass zwischen «a, .... a„ keine Relationen 


a 
bestehen (Bezeiehnung wie in $ 1; dabei kann wie in $ 11 die Annahme 
gemacht werden, dass die Punkte 1, a,, ..., a, auf derselben Seite einer 
beliebigen durch den Nullpunkt gehenden Geraden liegen; a, .... a 
mögen verschieden sein). Für y,, ..., 7, wurden in $ 1 Potenzreihen der 
Grössen 2,, 1, +++, 3m gefunden, wobei die Coefficienten (y,)., @= 1, ..., m, 
willkürlich gewählt werden konnten; die Reihen mit y),=1(=1,..., m 
seien 


\ 


Ya Pe %.(z, 21» .u.g Sn)" (a ar 


Es war 2,= x” angenommen, aber für die Entwiekelungen des $ 1 ist nur 
wesentlich, dass z,, ..., z„ den Differentialgleichungen 


dz; 
—-——- = (43, Gel, ....®) 
dx iS; 


*) Königsberger, Lehrbuch der Theorie der Differentialgleichungen (Kap. 5, IV): 
Picard, Traite d’ Analyse (Bd. III, Kap. 1); sowie $ 1 der Arbeit des Verf. 
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senügen; wir können also, ohne im übrigen etwas zu ändern, setzen: 

3; mn C,x", al, ce, M) 
wo 0. ..., C, willkürliche Constante bezeichnen. Dann stellt das 
veihensystem 

a, 77 . 

Ya ve, Be, Ü,x yo. Ü,% ) (a =], ... %) 
die in $1 nachgewiesene Lösung des Differentialgleichungssystems dar, 
denn wegen 

y = CO," +... (i=1,..., m) 


sind ©, ..., C, genau die in $ 1 eingeführten willkürlichen Constanten. 

Aehnlich verfahren wir für den Fall mehrfacher Elementartheiler 
im Anschluss an $ 6 (Bezeichnung von S. 106, Bd. 117). Die dortigen Ent- 
wickelungen werden nicht geändert, wenn wir unter 4, die allgemeine 
Lösung des Differentialgleichungssystems 


dt; 





SIE (i) a ur 6m}, „oo m 
dx = 4 t;, (@ 1)t,,-ı (, = 1, ... "o) 
verstehen, d. i. 
() ® F k—1 =), se, M 
1 = Eng CT 
wo Ci’, ..., 0, willkürliche Constante sind. Es ist nämlich 
£ di;, 26) „a S 1 c® loo.n\'-! Kobe} 1),0® loo a2)!: 
RE = (e—1).-ı er 108g) — = = (e-1),0,-.(-10g2)” ; 


nun ist aber 
a 0—1 
(e-Diioı = (e-De &(e-2),,09,(-1ge)' 


und 


k(e—1) = (e-1).(e-2)ı-., 
woraus die Behauptung folgt. Das in $6 gefundene Reihensystem (3.) 
werde, wenn die willkürlich zu wählenden Grössen 


(Y da (i =1,..,m;o=lh.. e(Ü)) 
@ 
sämmtlich gleich 1 angenommen werden, mit 


Yu 4 Be, bie lies er En E00) 





Dunn 


\ 
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bezeichnet; dasselbe stellt, wenn man für die #,, die obigen Ausdrücke setzt, 
die in $6 gefundene Lösung mit e+---+e"” willkürlichen Constanten dar. 
Die Grössen C/” lassen sich nämlich so bestimmen, dass, wenn man y, in 
eine Potenzreihe der Grössen z, x" (-logz)" (=1,...,m; e=1, ..., e) 
” in der Reihe für y ., einen beliebig 
aL 
vorgeschriebenen Werth erhält. In $ 6 hatte sich ergeben: 


entwickelt, der Coefficient von x“ 


ei) G)\ 


a 
Yy „ rn = 0, r + a 
7" van 


()\ 
und zwar ist unter der jetzigen Annahme ee 1: 
„) „) a v—1 \ RR 
“ 0 P>e), “ z en r=0); 


wir haben demnach 


e (— 191 
— y ’ ... 
Yo 3 G0-y "Tr 


oder unter Einsetzung des jetzigen Ausdrucks für £,: 


® (— 1y () , 
nu v (W) a BEN 
ee I ni 


x 


Sind (Y ©) ‚“n die vorgeschriebenen Werthe, so lassen sich die 0 aus den 
7 j 


Gleichungen 


E ma () _ i ur 
= (w—1)! er u (9 ,0),.0 (; ER o) 


bestimmen. 
Einer ähnlichen Darstellungsweise der Integrale durch Potenzreihen 
mit vollständig festgelegten Coeffieienten, deren Argumente in einfacher 
Weise von den willkürlichen Constanten abhängen, stellen sich gewisse 
Schwierigkeiten entgegen, wenn zwischen a, ..., a, Relationen bestehen 
($ 2 und $ 7). Im Falle des $2 wirkt der Umstand störend, dass zwischen 
den dort eingeführten Grössen £,, ..., ft, Beziehungen von der Form 
WM) WM 


HK Mi; i 
Ei Er u .—1 


ı.0—1 


BR 
1) “1 ’9— 
t, OR ne 


bestehen können, welche bei Berechnung der Reihen zu berücksichtigen 


sind, so dass z, &, ..., #4, nicht durchweg wie unabhängige Veränderliche 


m 


behandelt werden können (vgl. die drei letzten Beispiele in $ 5). Aber 
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auch in dem Falle, dass zwischen a, ..., a, nur die Relationen 





a = u +u a + tu) a, Gehuumi kmh...) 
bestehen (wie in den beiden ersten Beispielen des $ 3), wird eine stets 
gültige Darstellungsweise ähnlicher Art durch den Umstand vereitelt, dass 
die Reihenentwiekelungen der Integrale im Falle gewisser Beziehungen 
zwischen den Üoefficienten der Differentialgleichungen überhaupt nicht alle 
Grössen £, ..., 4, enthalten. Wir wollen uns auf die Behandlung des fol- 


genden Beispiels beschränken: 


(1.) | ae er G,®, Yı, Yo); (a=1, 2) 
lan) =entzag,egm (az) 
wobei wir bisweilen die Bezeichnung benutzen: 
A = ea) 


es sei a,=1, ,=2, so dass die Relationen bestehen: 


Nach $2 ist», =1,v,=3. Setzt man 





dt 
ar = a4h—z, 
(2.) di, r 
dr > — ab,—3t,, 


woraus sich 


j m x" (C,—logr), 
1a = 2" (0,+30%-1oge)+30,-loge)’+(-Ioge)') 


ergiebt, so wird dem System (1.) durch ein Reihensystem 

(4.) Fe DIDI (a=1,2) 
genügt, für dessen Coeffieienten man die Recursionsformel erhält: 

e y 7 7 (a ae L 7 a 

(9.) (44 1,0, + 4,0, —4,) Ci, vr (A,+ 1) RAR Rn 3(4,+1) On +. 
Fir e=1; 4=1*) und a=2; %,=1 ergiebt die Formel (5.) 0=0; für 


em: il, 
amd: 4, =2, 
a=2 iI=1l 4,=1l, 
a2: i=2 


*) Die nicht angegebenen Zahlen A, A,, 4, sind gleich Null zu setzen. 
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erhält man 
0 = (y)ı.+P', 
> 0 - 3(y),+P", 
(6.) RN 7 
0 böge’ 2 (92); Tr P; ’ 
0 = (Yı)zu r P;; 





unter Berücksichtigung von (y), = 0 ergiebt sich 

P=G, P'= Guy; 
P' und P,; hängen auch von der Grösse (y,), ab, welche nebst (y,). un- 
bestimmt bleibt. Sind P' und P" beide von Null verschieden, d. h. ist 
0,#0, @,#0, so ist (yı), #0, (y2), #0, die Reihen für y,, y. hängen 
wirklich von £, und £, ab. Die Reihen (4.), welche man erhält, wenn man 
die Werthe (y,),, (Y.),, irgend wie festlegt, seien mit B,(z, t,., b,) (@=1,2) 
bezeichnet; durch Einsetzen der Ausdrücke (3.) mit den willkürlichen Con- 
stanten C,, ©, erhält man die Lösung des Systems (1.): 


(1.) y. = B.(z, z(C,-loge), z’(C,...-(logr)’)). (@=1,2) 


welche mit der in $ 2 nachgewiesenen Lösung übereinstimmt. Man kann 
nämlich die Reihen (7.) in Potenzreihen von z, z(—logx), z’(—-logx)' um- 
wandeln und C, und C, so bestimmen, dass der Coefficient von z in y, und 
der Coefficient von z° in y, beliebig gegebene Werthe erhalten. 

Es können verschiedene Ausnahmefälle eintreten, von denen nur einer 
betrachtet werden möge. Ist P+0, P'=0, d.h. @,#+0, @,=0, so 


1 


würden wegen (y,),—=0 die nach der früheren Methode bestimmten Reihen 
t, überhaupt nicht enthalten; will man die Abhängigkeit des Integrals von 
den Constanten ähnlich wie vorhin darstellen, so kann man #, t, durch die 
Differentialgleichungen definiren: 





B. = al—r 
| a a den 
(2..) r 
ee —I = al 
® zu by, 


so dass man erhält: 
t, = x" (C,—loge), 
(3 ) i —. Ü (da 

en 


als ob nur die Beziehung a,=1 bestände. Das zweite Glied auf der 
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rechten Seite der Recursionsformel (5.) fällt fort, ebenso die zweite der 
Gleichungen (6.), so dass auch (y,), unbestimmt bleibt. Legt man die 
Grössen (Yı)., (Yo), (Y.), irgend wie fest, aber so, dass (y.),+ 0 ist, so 
erhält man ein Reihensystem ®B,(z, i,, &) (@=1,2), und dem System (1.) 
wird genügt durch 


(7) y. = B.(z, z(C,-loge), C,2*). (a=1, 2) 
Nach $ 2 ergeben sich für y,, y; Potenzreihen von z, z(—logz), auf welche 
Form sich die Reihen (7'.) bringen lassen, und zwar lassen sich C,, C, so 
bestimmen, dass nach der Umformung der Üoefficient von = in y, und 
derjenige von x’ in y, beliebig vorgeschriebene Werthe erhalten. 


Charlottenburg, 22. Januar 1896. 
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Ueber eine Art von simultaner Darstellung 
bestimmter Integrale. 


(Von Herrn @. Kowalewski in Greifswald.) 


p(t) und w(f) seien Functionen der reellen Variablen {, von denen 
nur die Stetigkeit in dem Intervalle (4,...7T) mit Einschluss der Grenzen 
vorausgesetzt wird. Dann lassen sich, wie im Folgenden gezeigt werden 
soll, zwischen 4, und T zwei Werthe £, £, und ausserdem zwei positive 
Grössen A,, 4, mit der Summe 4,+4,= 1 nachweisen derart, dass man hat: 


["sod = (T-Nlnpl)+RP)]. 
[ vod = (T-Waywl)+RyV(h)) 


Denkt man sich in einem rechtwinkligen Coordinatensystem (f) 
als Abseisse, w(t) als Ordinate aufgetragen, so entspricht jedem Werthe / 
des Intervalles (i,...T) ein Punkt in der Ebene. Die Gesammtheit aller 
dieser Punkte wird im Folgenden als die Punktmenge F bezeichnet, absicht- 
lich nicht als Curve, da aus der Stetigkeit von p und w bekanntlich nicht 
folgt, dass man es mit einer eigentlichen, mechanisch durchlaufbaren Curve 
zu thun hat. Die Punktmenge F hat folgende Eigenschaften, auf die sich 
der Beweis unseres Satzes stützen wird: 

1. Sie ist ganz im Endlichen gelegen, da Y(t) und w(f) wegen 
der Stetigkeit obere und untere Grenzen haben. 

2. Alle Häufungsstellen von F gehören selbst zu F. Ist nämlich 
(«,P) eine solche, so hat die Function 


[e-pH. + -vo] 
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die Null zur unteren Grenze, woraus wegen der Stetigkeit von p und w 
folgt, dass sie für einen gewissen Werth von £ thatsächlich verschwindet, 
das heisst 


e=yl), P=Yl). 


3. Hat man in der Ebene ein von einer stetigen Curve begrenz- 
tes, mit @ bezeichnetes Gebiet (es genügt für das folgende ein Dreieck), 
und ein Punkt von F liegt innerhalb, ein zweiter ausserhalb von @, so 
giebt es auch einen auf der Begrenzung. 

Der Beweis ergiebt sich mit Hülfe des bekannten, von Bolzano ein- 
geführten Verfahrens. Zu t=a gehöre ein Punkt F ausserhalb, zu t=b 
ein solcher innerhalb von @, und wir nehmen an, unsere Behauptung sei 


nicht richtig. Dann liegt der zu I gehörige Punkt F entweder 


innerhalb oder ausserhalb von @. Im ersten Falle betrachte man das Inter- 


vall (a--- nr), im zweiten & b) und wiederhole denselben Schluss 


in infinitum. So erhält man eine unendliche Reihe von Intervallen, wo 
jedes folgende eine Hälfte des vorhergehenden ist und immer dem einen 
Endpunkt des Intervalles ein Punkt F innerhalb, dem anderen ein solcher 


ausserhalb von @ entspricht. Dadurch wird aber ein Werth $ bestimmt, 
der in allen jenen Intervallen enthalten ist, und der zu {=5& gehörige 
Punkt F liegt auf der Begrenzung von @G. Wäre dies nicht der Fall, so 
könnte man einen Kreis d um ihn construiren, der ganz innerhalb, 
resp. ganz ausserhalb von @ liegt. Ferner könnte man wegen der Stetig- 
keit von g und w e so klein wählen, dass allen Werthen £ des Intervalles 
(S—e8...£+8) Punkte F entsprechen, die in jenem Kreise liegen. Endlich 
werden die den Werth $ einschliessenden Intervalle in unserer unendlichen 
Reihe schliesslich so klein, dass sie ganz zwischen $—e und $+e fallen. 
Dann müssten aber auch die zu ihren Endpunkten gehörigen Punkte F 
beide in den Kreis d fallen, also beide innerhalb, resp. beide ausserhalb 


von @ liegen, was nicht der Fall ist. 


4. Das durch drei Punkte a, b, ce der Menge F bestimmte Dreieck 
hat folgende fundamentale Eigenschaft: 

Jeder Punkt p in diesem Dreieck liegt auf der V’erbindungsstrecke 
zweier Punkte der Menge F. 








d w 
(det, 


NZ- 
ck), 


So 


IN- 


USS 


wo 
Ien 
her 
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Man verlängere nämlich irgend zwei der Strecken ap, bp, cp, z. B. 
ap und bp über p hinaus bis zu den Punkten a’, b' so weit, dass die 
Strecke a’b’ keinen Punkt F mehr 
enthält, und c in dem Dreieck pa’ b' 
liegt. (Dies ist wegen 1. stets mög- 
lich, wenn nicht etwa a, b, c in ge- 
rader Linie liegen. Dieser Fall er- 
ledigt sich aber von selbst, da dann 
jeder Punkt des Dreiecks abc ent- 
weder auf ab oder bc oder ca, also | 
jedenfalls auf der Verbindungs- I 'b 
strecke zweier Punkte F liegt.) Be- 
trachtet man nun das Dreieck pa’b’, so giebt es sowohl innerhalb, als auch 








ausserhalb desselben Punkte F, nämlich innerhalb den Punkt c, ausserhalb 
a und b. Folglich giebt es nach 3. auch auf der Begrenzung einen Punkt 
F, und zwar liegt er entweder auf pa’ oder auf pb‘, da a’b’ keinen Punkt 
F enthalten soll. Jedenfalls ist damit unsere Behauptung bewiesen. 
5. Es seien jetzt 

=) Bol), ar ae ep), 

y=vlb),, Yı=zvyllı) 0 Yacı = Ylla-ı) 
die Coordinaten von » Punkten der Menge F, und man betrachte die 
Punkte 


f c u‘ #s ' \ 
($,, 70), ($, . Nn,)» wii >n—1! Nn—1); 
wobei 
-» DL, Tr, Tr TE 
>} 3 a I - y' 
tr +, +% 
a | I ww 
n, = %, Y TRY Trendy 
In = a 1 a I a 
A, r# + ra 
und 
nF 


sein soll. 
Offenbar ist dann 


+ + tm) ten 


S u a } r . N A ww 
%, u K, Se ni 5; An—1 u. 7 
N RER (%, + z, + ug + %, )mn—ı 7 An Yı 
BER TE e ITz 
a 7 
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(eometrisch bedeutet dies, dass der Punkt (&,, 7,) auf der Verbindungs- 
strecke der Punkte (&,_,,7,_,) und (z,, y,) lieg. Würde nun (&,_,m,_.) 
seinerseits auf der Verbindungsstrecke zweier Punkte der Menge F liegen, 
so würde (&,, n,) in das von diesen beiden und dem Punkte (z,, y,) gebildete 
Dreieck fallen, also nach 4. gleichfalls auf der Verbindungsstrecke zweier 
Punkte der Menge F liegen. ($,, n,) liegt aber auf der Verbindungsstrecke 
ee. Punkte F, nämlich (x, y,) und (z,, y,), also gilt dies auch von 
‚n), (&3, 273) U. 8. w. bis zu ($,_,, 7,1), und man kann setzen: 


Pl) tr Fl )+ +1 lha-ı) 


%, + %, +» + %-1 m Ap(d)+AY(), 

%, v(t,) +# wit )+ un w(t„—ı) x - 

MB. ann Ve PER Fe en er PRO j} 1 

%, 7%, +... +8, v(i)+ w(h, 
wo 


ist. Die Gesammtheit aller Punkte mit Coordinaten wie 


ipÖH+Lp, Ayld+kple), 


d. h. ausser den Punkten F alle Punkte der Verbindungsstrecken von Punkten 
F, bezeichnen wir mit F. 
6. Wir brauchen für das Folgende nur noch eine Eigenschaft der 


Punktmenge F, dass nämlich alle Häufungsstellen von F selbst zu F ge- 
hören. Dies ergiebt sich auf ähnliche Weise wie 2. Ist nämlich (y, 0) 


eine Häufungsstelle von F, so hat die Function 


a 101201 0070227701 
die untere Grenze Null. Sie ist aber eine stetige Function in dem durch 


die Ungleiehungen 0<4<1, 4<t, t<T bestimmten Gebiete und nimmt 
daher wirklich den Werth Null an. 

Nach diesen Vorbereitungen ergiebt sich der Beweis unseres Satzes 
sehr einfach. 

Wegen der Stetigkeit von Y(f) und w(E) ist es möglich, zwischen 
, und 7’ eine Einschaltung von Werthen £, &, ..., £„_, so vorzunehmen, 
dass die Schwankung der Functionen 9 und w in den Theilintervallen 
kleiner als eine beliebig vorgegebene positive Grösse & ist. 
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Dann ist aber: 


/ oddt-[—t)ylh) ++ +(T— t, 1) p (£„_,)] u e(T—1t,), 





Svowar-[a ty) +++ (T-1, ı)Wv(t, ı)] << e(T—1,). 


Denkt man sich ı —u =, bh -h =, ..., T-t,_,=%_ı 
unter Benutzung von 9.: 
(ZIP) HH Tl) pl) 
T-1t, 


h)y)t Bi. dem Yen) _ ud +Aw). 


gesetzt, so ist 


= Ip H-+Ap(D), 


Die obigen Ungleichungen nehmen dann, durch T—14, dividirt, folgende 
Gestalt an: 


| 1 np ? . - 
| | er / gHd—[ip(d- pH) « €, 


1 Syodt-Ly)+iy]| < 
ER, vehdt—[Aylt)+Ayeh))| < e. 


Da & beliebig klein ist, so bedeutet dies, dass der Punkt mit den Coordinaten 


l 


1 »T eo y n 
1, Hd, 7, J vondı 


2) 


eine Häufungsstelle von Punkten F ist. Daraus folgt nach 6., dass er 


selbst zu F gehört, d.h. es bestehen folgende Gleichungen (nach Multi- 
plication mit T—1t,) 


/ Wat = (T-t)[Y(l)+rYh)) 


S"voat = (T-m)ayl)+ Ruh) 


I, 
wo 


ı, 0, 4+a=1l und WSh,hST 


}) 


“ 


ist. 
Durch Anwendung einer ganz entsprechenden Schlussweise würde 
man für drei Integrale erhalten: 
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ei "p(dat = (T-4)[MYplh)+Rplb)+ ph), 
S[ voa = (T-Way)+hYl)+R VCH) 


[29a = (T-w){ngl) Hang) +h2)) 


wo 
hy, da, 0, „,t+b+k,=1 und WS h, b, u, < T 


ist, 


Ueberhaupt gilt, wenn 9,(H, px), - - -, 9.(t) in dem Intervalle (t,...T) 
mit Einschluss der Grenzen stetig sind, eine simultane Darstellung der 


Integrale FÄ "dat von folgender Art: 


S "Hod = TAN) FRpE)t tum), a=n3..n 


10) 

wo wieder 
a en " - er rl 
hi, ha, ..., „ZV, A„,tb+.+4,=1, u bi, t,, ...; L, — T 











Ueber die Beschaffenheit der Differentialgleichungen 
der n Adjungirten, die zu einer linearen Differential- 
gleichung nter Ordnung gehören. 

(Von Herrn E. Grünfeld in Nikolsburg.) 


1. 


Dass die Coeffieienten der zu der linearen Differentialgleichung 


»ter Ordnung: 
d”y he 
a) Pt 
gehörigen Lagrangeschen Multiplieatorgleichung 
e I" z jr—1 z) j N 
(2.) P)# —-- (Pı®) +++(-1)'p.3= 0 


dx” der! 
oder, was dasselbe ist, der Differentialgleichung ihrer »ten Adjungirten, in 
jedem Falle Funetionen derselben Beschaffenheit wie die Üoefficienten 
Pi >, P„ der Differentialgleichung (1.) selbst sind, ist unmittelbar ersicht- 
lich. Dass dasselbe dann aber auch von den Üoeffieienten der Differential- 
gleichungen der übrigen a—1 Adjungirten, die zur Differentialgleichung (1.) 
gehören, gilt, geht daraus hervor, dass diese aus den folgenden zwei Glei- 





chungen: 
DER 3) 6-1)" d"—*z 
(3 ) "w 3 Pn-+2 3 dr (Pr-x-ı 1. A Dee dr" -k ? 
Kun bi = ai d*-? ’ % ee i 
di’ a7 dk! (Par m; dx? Pn-r+22) 7 er (PR P: = /. 


in denen v., (k=1,2,...,n) die kte Adjungirte bedeutet, durch Elimination 
von z, welches die Lösung von (2.) und mit x,, identisch ist, hergeleitet 
werden (dieses Journal Bd. 115, S. 329). 

Die beiden Gleichungen (3.) lassen sich übrigens durch das folgende 
System von Gleichungen ersetzen: (vgl. J. Cels, Annales de l’Ecole Nor- 
Journal für Mathematik Bd. CXVII. Heft 4. 35 
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male, 1891) 





ducy 2 
gr u 
du.a, 
— 7 Pn-13—%ay, 
f/ 
(4.) du he RE" 
dx Pn-2 (2)) 
ducn 
en in — Pı3 —U,-ı, (un) = 2) 
d.r 


welche wie folgt abgeleitet werden: für k=1 ist nämlich die erste der 
Gleichungen (3.): 





R d d’ ET 
8.) du, = Pa-18— 4 (Pn-28)+ Gr (er) +1) dar 
daher: 
du d d’ , dez 
ie u 


welch letzterer Differentialausdruck aber zufolge (2.) identisch ist mit p,z, 
womit die erste der Gleichungen (4.) hergeleitet it. Für k=2 ist die 
erste der Gleichungen (3.): 
N d n—? dr” 
(9.) Wa, = Pu-287 7 (Pa-33)+--+(-1) Dt 
y 
daher: 


du. d d? BT 
ee HET 





dieser letztere Differentialausdruck aber ist, wie aus (5.) hervorgeht, identisch 
mit 9,_13—%, 1, womit die zweite der Gleichungen (4.) abgeleitet ist. Setzt 
man ferner in der ersten der Gleichungen (3.) k=3 und differentürt, so er- 
giebt sich mittelst (5°.) die dritte der Gleichungen (4.) u. s. w. 

Die Gleichungen (4.) lassen in gleicher Weise erkennen, dass die 
Adjungirten %ıy Way +++, %n-ı) Funetionen derselben Beschaffenheit, wie 
die „te Adjungirte 3=%,, sind und dass daher auch die Differential- 
gleichungen derselben so beschaffen sein müssen, wie die Differential- 
gleichung (2.), welcher z genügt, also auch wie die Differentialgleichung 
1.) selbst. 

Wenn insbesondere die Coefficienten der letzteren Gleichung p,, ..., p, 
rationale Funetionen von x sind, so sind es auch die Coefficienten der 
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Differentialgleichungen der » Adjungirten, und ein singulärer Punkt der 
p, ist auch ein solcher für die letzteren Coefficienten. 

Hat die Differentialgleichung (1.) in der Umgebung eines singulären 
Punktes, wofür der Einfachheit halber der Nullpunkt angenommen werde, 


die Gestalt: 


dry | plz) dry p,le) dry Be) 
(6.) da" r z da- T + x” dar? + en, y=d, 





wo die p,(z) in der Umgebung von 2=0 eindeutig und stetig sind, und ist 

(7) rer)... (r—n+l)+p(Vr(r—1)...(r—n+2)+-+p,._,()r+p,(0) = 0 

die auf diesen Punkt bezügliche determinirende Fundamentalgleichung, so 
hat bekanntlich die Differentialgleichung (2.) dieselbe Gestalt: 

d"z q,(&) d""'z 

(8.) rt 


wo die qg,(x) von derselben Beschaffenheit wie die p,(x) sind, und zwischen 
den Wurzeln ihrer auf den Punkt z=0 bezüglichen determinirenden Funda- 
mentalgleichung: 


9) ele-1)...(e-r+1)+4V)e@—D...(E-n+2)++9-1(0)0+4,(0) = 0 
und den Wurzeln der Gleichung (7.) findet die Beziehung statt: 

(10.) oe = —r+n—1 
(Thome, d. J. Bd. 76, S. 284, vgl. auch Fuchs, d. J. Bd. 76, S. 180 und 
Frobenius, d. J. Bd. 80, S. 320). 


Aus den Gleichungen (4.), die mit Weglassung der ersten auch so 
geschrieben werden können: 


+0, 


z da 


Un-ı) — Pı3 = de 5) 
ns dum-ı) 
Un) = Pı3— Zr 
(4.) 
4) due, 
Ur, = Pn-23 7 er 
du. 
ee. 





folgt nach den von Herrn Fuchs herrührenden Sätzen über die „wie F be- 
schaffenen Functionen“ (d. J. Bd. 66, S. 155), dass, wenn 3, die »te Ad- 
jungirte, in der Umgebung eines singulären Punktes, nach der Bezeichnung 
des Herrn Thome, regulär ist (d. J. Bd. 75, S. 266), die zugehörigen anderen 
35* 








276 Grünfeld, Differentialgleichungen d. Adjungirten einer linearen Differentialgleichung. 


n—1 Adjungirten gleichfalls reguläre Integrale ihrer Differentialgleichungen 
sind, so zwar, dass, wenn z zum Exponenten go gehört, die Adjungirten 


Un); Un-93 + Ur U 
beziehungsweise zu den Exponenten 


(11.) o—l, 0-2, ..., 0—n+2, o—n-+1 


gehören. 

Ist daher die Differentialgleichung (1.) von der Form (6.), die in 
der Umgebung von 2=0 nur reguläre Integrale yı, %, ..., Y„ besitzt, 
welche zu den Wurzeln r,, 7, ..., ?„ der Gleichung (7.) als Exponenten 
gehören, so ist die Differentialgleichung, welcher 3 genügt, diejenige in 
(8.), welche gleichfalls nur reguläre Integrale 3,, 3, ..., 3, besitzt, die zu 
den Wurzeln @,, @, ..., @, der Gleichung (9.) als Exponenten gehören, 
zufolge (10.) ist dann: 


oO 
10. 0, = —r+n—l. G=1,...,n) 
Alsdann sind die sämmtlichen Integrale einer jeden der übrigen »—1 
adjungirten Differentialgleichungen ebenfalls regulär, so zwar dass, weil zu- 
folge (10'.) die Zahlen in (11.) sich verwandeln in 
—r,+n—2, —r,+n-3, ..., —r+l —r, 

die Integrale der ersten Adjungirten zu den Exponenten —r,, diejenigen 
der zweiten Adjungirten zu den Exponenten —r,+1, diejenigen der dritten 
zu den Exponenten —r,+2, u. s. w., schliesslich diejenigen der (a—1)-ten zu 
den Exponenten —r,+r—2 gehören. Zwischen den Wurzeln s, der deter- 
minirenden Fundamentalgleichung, die zur Differentialgleichung der kten 
Adjungirten gehört, und den Wurzeln r, der zur Differentialgleichung (6.) 
sehörigen determinirenden Fundamentalgleichung (7.) findet daher die Be- 
ziehung statt: 

(12.) = —r,+k—l1, k=12...,n) 
woraus auch umgekehrt folgt: 


= —s;+h-l. 
So ist z. B. für die Differentialgleichung zweiter Ordnung: 
u. BAM Mn Pd au \ 
le a are" a Fr 


mit der determinirenden Fundamentaigleichung: 
13.) r(er—- D)+p(O)r+p(0) = r—(1—p,(Ö))r+p;(0) = 0 
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die Differentialgleichung der ersten Adjungirten (dieses Journal Bd. 115): 


d x’ 


’ (_Ppı®) . 
E. “")- (24 
de \p,(e) “)-(e p.(@) + 
2 du + » p\,(®) N ar du 4 P.(=) a 
de x p,(z) ” de E 


mit der determinirenden Fundamentalgleichung: 


s(s— 1)+(2—p,(0))s+p;(0) — ®’-+(1 ei. (0))s-+p:(0) — (), 


welch letztere sich sofort in (13.) verwandelt, sobald s= —r gesetzt wird. 


Ferner ist die Differentialgleichung der zweiten Adjungirten: 


d’z 


dx’ 


p,(x) dz 


p,(z)—p\(z)e-+p,(x) 
T y 
dx 2’ 


pa () 
; 


mit der determinirenden Fundamentalgleichung: 


s(-1)—p,(0)s+p.(0)+p,(0) = 8° -(1+p,(0))s+(p.(0)- 


)+p;(0)) = 0, 


die in (13.) übergeht, wenn s= —r+1 gesetzt wird. 


(14.) 


erhält man in gleicher Weise nach dem im 115. Bande d. 


Für die Differentialgleichung dritter Ordnung. 


d’y plz) d’y , p.(x) dy 


0) 


+- 


p.(2) 


dr’ dx’ Ah 


x x’ 


J. angegebenen 





Verfahren die Differentialgleichungen der ersten, zweiten und dritten Ad- 
jungirten als beziehungsweise die folgenden: 
. > > o 
d’un) 1 |_o p\, a 6—p, ) d’un) 
dx’ Bu 2.) de’ 
AN ! a3 
(14.) el 1 {PN | 
/ E- \p, \ P; / hi - 2p, +Pp. ducı) pP. 
‘p x B" dx ge 
du» ıPp, ı d ld PPp5,—P, —2p, +p,r | d’uo, p, duo, 
dx’ 'x TA 2” ' de’ x’ dx 
| „ > F 
era Br) 22 og Tat, = 0, 
7 ig \2"/ ze’ os. ° 2 uw 
aa) u 
d’ugs) p, d’uay p,—2p,r+2p, dus, 
dx’ u _de: 2” d.r 
z’p" — 2p' e+2p,— p,c+2p.+p 
EEE ln FTPBPTPTP,. sicb Gi 
r 2” (J 


wo der Kürze wegen p, anstatt p,(x) geschrieben wurde. 





rentialgleichungen gehören beziehungsweise die determinirenden Fundamental- 





Zu diesen Diffe- 
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gleichungen: 
(3), +m—-Ppıt2)s—p = 0, 
ps +Ppı+p—-Ds—-(p+tp) = 0, 
-B+p)s+@+3pı+p)s-(2pı+2p:+p:) = 0, 
in denen p, für p,(0) geschrieben wurde und die sich in die zur Differential- 
gleichung (14.) gehörige determinirende Fundamentalgleichung: 
+(p-3)r+p-p+2D)r+p = 0 
verwandeln, sobald in denselben beziehungsweise gesetzt wird: 


s= —r, 

s= —r+l, 

s = —r+2. 
2. 


Wenn die allgemeine homogene lineare Differentialgleichung (1.) 
diejenige mit constanten Coefficienten, also von der Form ist: 


u d” dr—! 
(15.) P(y) = > +k, mr ++ k,y = 0 





wo A, ...., %, eonstant sind, so fallen, von constanten Factoren abgesehen, 
die Differentialgleichungen ihrer » Adjungirten in eine einzige zusammen, 
und zwar hat diese die Gestalt: 
(16.) Pu) = FE —h + I + Du 0, 

wie sich ohne weiteres ergiebt, wenn das zur Bildung dieser Differential- 
gleichungen angegebene Verfahren angewendet wird, (d. J. Bd. 115). Der 
Grund hiervon ist folgender: 

Die Integrale der Differentialgleichung (15.) haben im allgemeinen 
die Form: 

ya Br Gel...) 

WO Tı, ..., 7, die Wurzeln der Gleichung 


(17.) r"+kr'+kr"”+-- + _ır+k, = 0 
sind. Die Differentialgleichung (2.) der »ten Adjungirten von (1.) hat aber 
hier die Form: 


de-1z de 


d" 
18.) Pia) = Ge A a th + ih = 0, 
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für welche also die Gleichung (17.) die folgende ist: 
(17) "kr '+kr— +1)", r+(—-1)”h, = 0, 


und deren Integrale daher, da die Wurzeln von (17.) —r,, -r.. .... —r, 
sind, die Form haben: 
(19.) u, =e Gm. 
Aus den Gleichungen (4‘.) ergiebt sich nunmehr, dass 
dz —T% TI —rıI 
Un-—ı) = k,2— Ze = k,e +re “ms C„_ıE F 
dun-ı) an 
Un.) = h,3— a 


.. Constanten sind, dass somit auch die »„—1 übri- 
sen Adjungirten, von constanten Factoren abgesehen, dieselbe Form (19.) 
haben, wie die »te Adjungirte und daher derselben Differentialgleichung 
(18.) genügen müssen, wie diese letztere. 
Der erste Theil der Differentialgleichung (15.) lässt sich bekanntlich 
in der Form darstellen: 
"n* d -(r, ry—ı)? d —(r, 172)? d d —(n—r,)a d r,x 
a See "Te u re du. 
(d. J. Bd. 98, S. 347), indem nämlich, wenn y,. ..., y, ein Fundamental- 
system von Integralen der Differentialgleichung (1.) bedeuten, der erste 


Theil derselben die Gestalt hat: 
D, d d d D: d d D. 


MEr D,_, dz D,D, : de dx DD; ı de de DD’ 
(Frobenius, d. J. Bd. 77), wo D,=D(y,, .... y,) und für die Differential- 
gleichung (i5.), von einem constanten Factor abgesehen, 


u. 8. W., WO 6, ,, € 


n„—27 ° 


D/ | 
D,;ıD;_ı 


SEE F Ir 


= Ee 


ist. Und da ferner der erste Theil der Differentialgleichung (2.) der »ten 
Adjungirten in der Form darstellbar ist: 


2.) P@) " 7 de > R Pr Fi nn ri Fa ' 
(Frobenius, d. J. Bd. 77), so folgt, dass die gemeinsame Differentialgleichung 
(16.) oder, (18.) der » zur Differentialgleichung (15.) gehörigen Adjungirten 
in der Form darstellbar ist: 
d dä. .-käür n d 7. 


d d 
P,(u) = e”"* — e"# —. eltern) —__... re ei e" us —=V\. 
ı( ) dr dx dr dr dx 
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Wenn in der Differentialgleichung (15.) mit den constanten Coeffi- 
cienten Ä,, ..., 4, die Substitution gemacht wird: 


(20.) = = logt, 


so verwandelt sich dieselbe bekanntlich in eine Differentialgleichung der 
Form: 


h dr—!y h, dry 


(21.) Herta = 0 





wo h,, Ra, ..., h, gleichfalls constante Grössen sind. Durch dieselbe Sub- 
stitution verwandelt sich die gemeinsame Differentialgleichung (18.) aller 
» Adjungirten in eine Differentialgleichung derselben Art wie (21.): 


d*z g, de'z g, d""z FE ud 
er teteatitne 


(22.) 
wo also 9, ..., 9, ebenfalls constant sind. Diese letztere ist aber jetzt 
nicht mehr gemeinsame Differentialgleichung aller » zu (21.) gehörigen 
Adjungirten, sondern nur die Differentialgleichung der ersten Adjungirten 
allein. Denn durch die Substitution (20.) verwandeln sich die Integrale 
der Gleichung (15.) in: 
rot r;logt r; 


y=e —# =t', (Gl, ..., 0) 


d. h. die Gleichung (17.) wird die determinirende Fundamentalgleichung 
der Differentialgleichung (21.), und die Integrale der Differentialgleichung 
(18.) verwandeln sich in: 


—=r:X 
23, =e . = f P) (1, ... %) 


d.h. die Gleichung (17.) wird die determinirende Fundamentalgleichung 
der Differentialgleichung (22.), letztere ist daher in der That nur die 
Differentialgleichung der ersten Adjungirten von (21.), da gemäss der For- 
mel (12.) nur für diese der Satz gilt, dass die Wurzeln ihrer determiniren- 
den Fundamentalgleichung entgegengesetzt gleich sind den Wurzeln der 
determinirenden Fundamentalgleichung, die zur vorgelegten Differential- 
gleichung P(y) = 0 selbst gehört. 

So verwandeln sich z. B., wenn = 3 angenommen wird, die Diffe- 
rentialgleichung (15.): 


d’ d’ d 
tt ty = 0 
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durch die are (20.) in: 


3+k, d’y I+k,+k, 
(2B.) r“; Bir ur Fe di 


mit der determinirenden Fundamentalgleichung: 
r(r—- ler —2) + ö+A)r(r-D)+1l+kh+k)r+k, = 0, 
welche identisch ist mit: 


d k 
tray 


(23'.) r+khr+kr+k, = (0, 
und die Differentialgleichung (18.): 
d’z d’z 
hat he 0 
in: 
’ 3—k, d’s Ich a de 
(24) Fr + 2 ai Ja ie a a 





mit der determinirenden TURN LU EN 
r(r—1)(r—2)+8—k)r(r-D)D+1—-k+k)r—k, = 0, 
die identisch ist mit: 
r—khr+kr-k, =). 
Es ist also (24.) die Differentialgleichung der ersten Adjungirten von (23.), 
wie auch unmittelbar aus den Gleichungen (14.) und (14‘.) abgeleitet wer- 
den kann. Die Differentialgleichungen der 2ten und 3ten zu (23.) gehöri- 
gen Adjungirten hingegen lauten beziehungsweise: 
d’ U(2) k un l-+% +k, duo) 1+Ak, +k, +k, 


E. 25 Be er be ee 2 | „io 
di? FO - 7 t? di fZ Un = V 
und: 
d’ugs) 3+h, d’ U(3) fi N +3k, +h, dus, 5+4h, - 2, ‚+, 
Te RE © 


wie aus (14.) und (14”.) erhalten wird, und zu diesen gehören die deter- 
minirenden Fundamentalgleichungen beziehungsweise: 
"°—(3+k)"’+(3+2,k,+k)s—l+h,+b,+K,) = 0 
und: 
 s-(6+A4)°+(12+46,+M,)s—(8+46,+2%,+h;,) = 0, 
die sich in die Gleichung (23'.) verwandeln, wenn beziehungsweise gesetzt 


wirds = —r+lunds = —r-+2. 
Journal für Mathematik Bd. CXVII. Heft 4. 36 
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3. 
Die Differentialgleichung 
FR day ho de, 
2) Pater tige, 


in der 4, ..., %, constant sind, zu der die determinirende Fundamental- 
gleichung 

(26.) r(r—1l)...(r—n+1l)+kr(r—])...(r—R+2)+-+h_r+k, = 0 
gehört, lässt sich bekanntlich in der Form darstellen: 


P(y) Er ger d 2 (nra-ı=)) d 2 n-17n—2=1) d 


e dx dx de 
(25.) 
63 d gan) d F VE. m 0 
dx dx y 





(d. J. Bd. 98, 5. 348), wo r,, ..., r„ die Wurzeln der Gleichung (26.) sind, 
wie sich ergiebt, wenn in Gleichung (1'.) 





4a se ic un 





(26.) D,=ı "reg ng 
gesetzt wird, wo 
11 re 
r. EHER 
(27.) 4, = Inn) nel) 
DR RR (ann #5) BEE r,(r,—1)...(r,—i+2) 


ist. 

Setzt man die Ausdrücke (26.) in Gleichung (2’.), so erhält man für 
die Differentialgleichung der zu (25.) gehörigen »ten Adjungirten die mit 
(25'.) analoge Darstellung: 


d d d 
P,(z) az Er Vu zu Ziel he —(r—r—1) I 
(25".)- 
dd nr) BO met r. 0 
dx dx ar 





Es lässt sich ferner die Differentialgleichung der zu (1.) gehörigen 
ersten Adjungirten in der Form darstellen: 
On) = im) _d DW’ _d Div m’ ‘dd, 
7 Dims ++, yn)D(ya) de D(ya-ı, ya) de D(yn)D(yn-2 Ya-ı1, ya) de 
d D(yi+ı, Yir2y 2.0, Yyn) d d D(y,:+-, Yn) 


en | 7 u. = 0 
dx D(yir:, ..., 4n)D(y;, .„.. Yn) dz dx D(y,, 0 Yn) ” 
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(d. J. Bd. 115). Setzt man hierin für D(y,,...,y,) seinen aus (26.) für 
i=n hervorgehenden Werth und für die übrigen hier vorkommenden Deter- 
minanten ihre Werthe aus der Formel 


tr st tr, in -i+l)en—i+?2) 


' ' ' r : 
D(y:, Yırıı +++, 9) = € Mr G=1,...n) 


wo 4; eine ähnlich wie 4, beschaffene, nur von den r,, ..., r, abhängende 
Determinante bezeichnet, so ergiebt sich für die Differentialgleichung der 
zu (25.) gehörigen ersten Adjungirten die mit (25’.) und (25”.) analoge 
Darstellung: 


f —r, —n+1 d -r„._ı+1 d ar, BeV d 
u) td nd, 
(28.) dr dx dx 
ua DE BEER 0 
oo... —- zT? l z g — i 
dx dx (1) 





Wie man sieht, geht der letzte Differentialausdruck (28.) aus dem- 
jenigen in (25'.) unmittelbar hervor, sobald daselbst r,. ..., r, mit ent- 
gegengesetzten Zeichen genommen werden, womit abermals bewiesen ist, 
dass die determinirenden Fundamentalgleichungen, die zur Differential- 
gleichung (25.) und der Differentialgleichung ihrer ersten Adjungirten ge- 
hören, entgegengesetzt gleiche Wurzeln haben. Ganz dasselbe gilt dann 
aber auch für die determinirenden Fundamentalgleichungen, welche zu der 
allgemeineren Differentialgleichung (6.) und der Differentialgleichung ihrer 
ersten Adjungirten gehören, da die determinirende Fundamentalgleichung 
(7.), die zu (6.) gehört, identisch ist mit der determinirenden Fundamental- 
gleichung (26.) die zur Differentialgleichung (25.) gehört, sobald in letz- 
terer statt A, Ar, ..., 4, beziehungsweise p,(0), (0), .... p 
schrieben wird. 

Ist so unabhängig von den übrigen Adjungirten für die erste Ad- 
jungirte der Satz bewiesen, dass die zu ihrer Differentialgleichung gehörige 
determinirende Fundamentälgleichung die Wurzeln —r,, —r;, ..., —r, be- 
sitzt, wenn r,, fa, .».., 7„ die Wurzeln der Gleichung (7.) sind, so kann 
man mit Hülfe des Gleichungssystems (4.) wieder umgekehrt, wie in Nr. 1 
zeigen, dass die Integrale der Differentialgleichungen der 2ten, 3ten, ... 
nten Adjyungirten beziehungsweise zu den Exponenten 


(0) ge- 


n\ 


b 


—r +1, —r+2, ..., —r+n—1 (=1,...,n) 


gehören. 
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Die Differentialgleichungen der zu (25.) gehörigen „ten und I1ten 
Adjungirten sind in (25".) beziehungsweise (28.), analog wie die Differential- 
sleichung (25.) in (25'.), in der Form eines symbolischen Productes dar- 
gestellt. Eine solche symbolische Darstellung lässt sich übrigens in einer 
für die Differentialgleichungen aller zu (25.) gehörigen Adjungirten gemein- 
samen Form auf folgende Weise ableiten: 

Bezeichnet nämlich Q;(a,,) den ersten Theil der Differentialgleichung 
der zu (25.) gehörigen Akten Adjungirten (k=1,2,...,r), so sind, wie aus 
den Gleichungen (4.) hervorgeht: 


IC he‘ ’ ki —r,+%—1 RR u | +k—1 m —r,tk—1 
(29.) U, = € arte Br 


die Integrale von Q;(uy) = 0, da nämlich gemäss (25”.): 


BR nn. Er wi —_r,„tn—1 
3 _— cz ee 3 > — Tc Aue $) ’ ® . Dn — cz e 


- 


die Integrale von P,(z)=0 sind. Andererseits lässt sich O,(wu,) in 
der symbolischen Form der Gleichung (1’.) schreiben, sobald daselbst 
Un Um ++, Um, am Stelle von Yı, Y, ».., Y. gesetzt werden, so dass 
also: 


ei ee DE dD, 


d 
6 \ FERN: U RE ER RR 5 ice regen nein 6 W nurhiumieis que .— _—_ 
(30.) 0x (u)  D.-ı de D,D,_ dx de D...D;-ı de dx D,D, dx D, “a 
ist, wo aber jetzt 
D; = Du, Uns ++ Um) G=1,.. 0) 


ist, 
Nun ist mit Berücksichtigung der Werthe in (29.) 


(rt + + [2R-(i+1)] 
. i9 


D =x 


wo d, eine ähnlich wie früher /, in (27.) beschaffene, von z unabhängige 
Determinante bedeutet, daher nimmt der Differentialausdruck (30.) die 
Form an: 


d tert TU ut 


dx ? de 7 dx 


0,(u,) ai ent kn 
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als die erwähnte symbolische Darstellung der ersten T'heile der Differential- 
gleichungen aller » zu (25.) gehörigen Adjungirten. 

Für k=1 geht dieselbe unmittelbar in die Darstellung (28.) der 
Differentialgleichung der 1ten Adjungirten über und für k=n» in diejenige 
(25".) der Differentialgleichung der ten Adjungirten, wenn daselbst 
Kar Pas 0 00: 9, Blatt F, Fa, +, 7 gesetzt werden. 


4. 
Zu einem jeden Systeme von » homogenen linearen Differential- 
gleichungen 1ter Ordnung: 


(31.) —- 4,4 +0," 0,,U%, u 


giebt es, wie Jacobi zuerst gezeigt hat (d. J. Bd. 29), ein zweites eben- 
solches System, welches die Form hat: 


. dw; 
(32.) wi = 74,80, — 4,0, 4,0, G=1..,n) 


und als das dem ersten System adjungirte bezeichnet wird. 
Wenn für das Grleichungssystem (31.) das folgende genommen 





wird: 
d Bu 
—— — Y;;> (i 1, 0..;, 0—1 } 
dya-ı Ba 2 u—p» ART N 
. = PxY —Pa-ıYı PıY.—ı; 


durch welches bekanntlich die Differentialgleichung (1.) ersetzt werden 
kann, so ergiebt sich für das adjungirte System (32.) das folgende: 





du, 
(33.) de — Pntns 
E du; 
er - u u, „2 + Par Uns (k me 2. 000% N) 
| de 


dieses letztere aber ist kein anderes, als das System der Gleichungen (4.), 
das in No. 1 abgeleitet wurde (vgl. Cels, Annales de l’Ecole Normale, 1891). 
Stellen die »’ Grössen: 


Ui Ur;s * D .,. Unis (i = u ...,-, n) 


wo der erste Index die Unbekannte bezeichnet, » Lösungen des Gleichungs- 
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systems (31.) vor, so wird bekanntlich 


U Us . ° . u 


(34.) D (u) Eu Ur Us: ri U,2 





Un Un a u | 


die Determinante dieser Lösungen genannt, welche von Null verschieden 
ist oder nicht, je nachdem diese Lösungen ein Fundamentalsystem bilden 
oder nicht (s. Sauvage, Annales de l’Eeole Normale, 1882). 

Es ist nun interessant zu bemerken, dass, wenn man die vorstehende 
Determinante D(«a) für das mit (4.) identische Gleichungssystem (33.) bildet, 
dieselbe mit der Determinante 


‚3: 29 Zn | 
PR | 2. 2 | 
u“) 

D(3,...2.) = | ' ’ en 
EP ern 


identisch ist, wo, wie früher 3 = «,, die »te Adjungirte von (1.) bedeutet. 
Dies hat darin seinen Grund, dass, wenn z, ein Werth von z ist, der zu- 
gehörige Werth «„, der Akten Adjungirten vermöge der ersten der Glei- 
chungen (3.) durch den Ausdruck gegeben ist: 

(35). a FE ann 
und dass, wenn diese Ausdrücke (35.) in die Determinante (34.) D(u), wo 


jetzt ©, =“«,, zu schreiben ist, gesetzt werden, dieselbe in ein Product 
n(n—1) 


zweier Determinanten zerfällt, deren eine (-1) ° D(z,...,2,) ist und 
deren andere nur aus den Üoefficienten p, und deren Ableitungen gebildet 





ha A 
ist und die sich immer auf (-1) ° redueirt. 
So ist fürn =2 
' N ! | ' | | 
U Ma ‚Pı%ı 2, 3 23, 2ı | —1 Pı 
U. Un ‚Pı2.— 2% 2) % 2»2)/10 1 


welch letzteres Product sich auf die Determinante: 


23, % 
D(z,, 2.) — ‚ 


| 
| 
| 
3, 3% 


2 
' 
2 


redueirt. 
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Für »=3 ist: 


n 


d Er 
Ps, (P3)+4 Pas 3 


‚ | 
| d | 
D (u) u | Ur Un Ui | pi — =. (pı 3,)+ 2, Pı 2: — 3, 2, | 


zT 





d „ ' | 
1P23— 7, (Pı33)+ 33  Pı2 2; 23 | 


' ! n ! 
(P—Pı)3 —Pı3ı +3: Pı3%ı —%ı 2; 

nr N ' " ' 
u (P-p)&»—Ppı3:+ 2% Pı?%. 2% 2; 


| ® N ! 7 N | 
(P—-Pı)3—Pı3;+ 2; Pı33 —-23 23; 


| " ! = ’ 
| 3 2%, 2 | | -Pı P:-Pı | 3 3 3; 
= | IL „er a, uw 
= ıı 3 | V —1 pı\=( 1) 4 2% 3 (—1) 
Pr 3 30 0 1 | u. .: = 


demnach wieder 
D(u) = D(z,, 2, 35). 


Für n=4 ist ebenso 





„ ! [4 4 ! 2 

ı 4 34 4|-1 p —p+2p m-Pp+p: 

2 2 2 2| 0 1 —Pı P:—Ppı 
re is | 
33 3 23 33 0 0 —1 P: | 

Pi EA me 0 1 


die erste der vorstehenden Determinanten ist gleich 


2, 2) 23 2 | 
' ! ' ! | 
am» 3 3%) e 
(—1) In " 7 u. = (-1).D(z,, &y, 23, 24). 
ı = 3 8% 


ı _ım ZE ‚ rn 
IS Bu 3 8 
die letztere gleich (—1)’, daher wieder 


Ebenso ist allgemein, wenn man die Ausdrücke (35.) für «., durch Aus- 
führung der angezeigten Differentiationen auf die Form bringt: 


' A n—k— n—k „(n—k 
U), - Aus; + Aus; + Ay3; +. +A,.,13! "»+(—1]) z( ) 












und in dieser Form in die Determinante (34.) 
Un. Ua re dm | 


D(u) = |" Man on: | 





I 


%ı, a. +. Um,| 


substituirt, diese letztere gleich: 





IT RT TT EH  Ku is 
7 I ER FRA 
u En 0° CDT Aa 
ee Ra 
BT u 0 0 0 0 
Er 0 0 0 


die erste der hier stehenden Determinanten ist gleich 


n(n—1) 


(—1):° 9" Di In co 8) 
und die zweite, die sich auf ihr Diagonalglied redueirt, gleich 


u te, 
DI DID DD =D ° 
n(n— 1) nn) 


daher wegen (-1) ° .(-1) ° =!1: 
(36.) D(u) u D(z,, Aa re ey Zn). 


Zu einem Systeme von r partieulären Integralen: y,, Y., -- 
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A, Au 
A, Av 


A 13 Ay 


. (— 1)' Fe 


0 1 


., 4. der 


Differentialgleichung (1.), welche linear unabhängig von einander sind, ge- 
hört, wie Herr Frobenius gezeigt hat (d. J. Bd. 77) ein System von » parti- 
eulären Integraten: z,, 2, ..., 2, der Differentialgleichung (2.), welche 
gleichfalls von einander linear unabhängig sind, indem, wenn die Deter- 
minante D(y,, Y» ..., 9%.) von Null verschieden ist, auch die Determinante 
D(2,, 2 ..., 2,) nicht verschwindet: Aus der Gleichung (36.) folgt nunmehr, 
dass in diesem Falle auch die Determinante D(x) nicht gleich Null ist, 


dass somit das Lösungssystem der Gleichungen (33.): 


IE u 


welches einem Fundamentalsystem von Integralen der Differentialgleichung 


(1.) zugehört, ebenfalls ein Fundamentalsystem repräsentirt, d. h. dass zwischen 
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den Elementen desselben die folgenden » Beziehungen: 





Ua, t 2%, tt Ct), = 0, 
(37.) CU, t&%un,t'"+C,uo, = 0, 
CU t E2 Un, tt CU, = 0 

nicht stattfinden können. ohne dass die Constanten e,, &, ..., c, sämmtlich 


gleich Null wären. 

Wie Herr Sauvage a. a. O. gezeigt hat, ist die Bedingung dafür, 
dass ein System von rn Lösungen %,., Mar... Wu @=1, ..., n) des 
Differentialgleichungssystems (31.) ein Fundamentalsystem sei, wohl die, 
dass zwischen den Elementen desselben das System von Beziehungen: 

(38.) CU + Gun + +e,n, = 0 G=1,...n) 


nicht stattfinden 
darf, doch kann eine dieser Beziehungen einzeln bestehen. Demnach wäre 


mit den von Null verschiedenen Constanten c,. ..., €, 
es möglich, dass, wenn auch y,, ..., Y%, ein Fundamentalsystem von Inte- 
gralen der Differentialgleichung (1.) sind, eine der Beziehungen (37.) für 
sich bestünde; dass dies aber nicht möglich ist, geht aus den Gleichungen 
(4.) auf folgende Weise hervor: Denn wenn %,, ..., 9, ein Fundamental- 


system von Integralen der Differentialgleichung (1.) und z,, ..., z, das 
zugehörige Fundamentalsystem von Integralen der Differentialgleichung (2.) 
ist, so muss zunächst auch das zugehörige System ways May +++: Man, 


von Integralen der Differentialgleichung der ersten Adjungirten ein fundamen- 
tales sein, weil sonst zwischen diesen letzteren eine homogene lineare Be- 
ziehung mit von Null verschiedenen Constanten: 


CU, rt 2%, tt 6%, = 0 


stattfinden würde. Aus dieser letzteren aber geht durch Differentiation und 
nachherige Division durch p, die Gleichung hervor: 


c, ar te, ne Po 4..+0, r hu... ER, 
die der ersten der Gleichungen (4.) zufolge identisch ist mit der 
folgenden: 
. 3: +0G2+'-+c,2, = (0, 


die aber mit der Annahme, dass z,, ..., z, ein Fundamentalsystem ist, im 
Widerspruche steht. 
Journal für Mathematik Bd. CXVII. Heft 4. 37 
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Wenn ferner die » partieulären Integrale %s,, %y, +++, %n, der 


Differentialgleichung der zweiten Adjungirten, die vermöge (35.) den 
3), 335 +. ., 3, entsprechen, nicht fundamental wären, und demnach die Be- 
ziehung stattfände: 
CU, t CU, tt CU), u 0, 
also auch: 
ducz, du(2y, due, 
a a ee ne en, 
so würde mit Rücksicht auf die zweite der Gleichungen (4.) sich ergeben: 
ce (Pr 131 —Uay,)+ (Pr —Un,)t "+ C,(Pa-ı32 —Uay,) = (0 





oder: 
(3 +93++6%23,)Pa-1ı— (C1%ay + C2%ay, ++ 6n%u),) u 0; 
diese letztere Gleichung aber kann, da weder 3, +--+c,2,=0 noch 
CU, t +64, = 0 ist, in der Form geschrieben werden: 
3P,.-ı U =U. 


T .. . . .. du 
Vermöge der zweiten der Gleichungen (4.) wäre aber dann a =, 


demnach «,, eine Constante, was unmöglich ist. 
In derselben Weise wird mittelst der dritten, vierten, ... der Glei- 
chungen (4.) bewiesen, dass auch 
Us Un ren Ua, 


Uns Un + Um, 


ein Fundamentalsystem von Integralen der Differentialgleichung der dritten, 
vierten, ... Adjungirten bilden. 
Hiermit ist bewiesen, dass wenn 

ans ein 
ein Fundamentalsystem von Integralen der Differentialgleichung (1.) und 

RBRE TICHEIMBERRRDE: 7 
das zugehörige ebensolche System von Integralen der Differentialgleichung 
(2.) ist, die zugehörigen » Integrale einer jeden der übrigen »—1 adjun- 
girten Differentialgleichungen 

Uns Um ve U), (k=1, 2, ..., 2-1) 

ebenfalls ein Fundamentalsystem bilden. 
Nikolsburg, am 28. März 1896. 








Theorie der Reflexion und Brechung transversaler 
Kugelwellen mit Anwendung auf die Reflexion und 
Brechung des Lichtes*). 


(Von Herrn Paul Jaerisch in Hamburg.) 





An der Grenze zweier elastischen Medien sind für die Reflexion 
und Brechung des Lichtes die folgenden drei Bedingungen zu erfüllen: 
1) die Gleichheit der Componenten der Verrückungen, 2) die Gleichheit 
der Componenten der elastischen Druckkräfte, 3) das Gesetz der Erhaltung 
der lebendigen Kraft der bewegten Theilchen an beiden Seiten der trennen- 
den Fläche. 

Allen diesen Bedingungen konnte bisher durch transversale Licht- 
wellen allein »icht genügt werden. Daher wurden die obigen Grenz- 
bedingungen theilweise durch andere ersetzt, wie in den Theorieen von 
Fresnel und F. Neumann, oder es wurden, wie von Cauchy, Kirchhoff, 
v. d. Mühl u. a., longitudinale Lichtschwingungen neben den transversalen 
zugelassen, von den ersteren aber wurde angenommen, dass sie nicht zur 
sichtbaren Wirkung gelangen. 

Ich werde aber im Folgenden zeigen, dass allen genannten Bedin- 
gungen durch transversale Schwingungen allein genügt werden kann, wenn 
statt ebener Wellen, die bisher in die Rechnung eingeführt wurden, Kugel- 
wellen zu Grunde gelegt werden. Es ergeben sich dabei die Fresnelschen 
Ausdrücke für die Amplituden der reflectirten Wellen, so wie die F. Neu- 
mannschen für die Amplituden der gebrochenen Wellen, während die 
F. Neumannsche Annahme der Gleichheit der Dichtigkeit des Aethers zu 
beiden Seiten der trennenden Fläche als Folge der genannten Bedingungen 





2 


*) Den ersten Theil der Resultate des Folgenden habe ich in der Programmarbeit 
No. 735 Hamburg 1893 veröffentlicht, welche ausserdem die Fortsetzung meiner Arbeit 
„Ueber die elastischen Schwingungen einer isotropen Kugel“ Bd. 88 dieses Journals enthält. 


31” 
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erscheint. Eine Phasenänderung findet in der trennenden Fläche für voll- 
kommen durchsichtige Medien, auf welche ich mich beschränke, nicht statt. 

Die Ausdrücke (61°) in Verbindung mit (63.) und (79.) durch 
welche im Folgenden die einfallende, reflectirte und gebrochene Kugel- 


a 2 i 1 
welle dargestellt werden, sind ebenso einfach und bis auf den Factor —- 


identisch mit denjenigen, welche für ebene Wellen gelten. Die Amplitude 
erscheint also hier umgekehrt proportional der Entfernung vom Er- 
schütterungscentrum, und daher wird die Intensität umgekehrt proportional 
dem Quadrate dieser Entfernung. 

Ausser diesen einfachsten Formeln für die Kugelschwingungen in 
den drei Wellen ergeben sich noch andere ähnlich einfache. Darstellungen, 
bei welchen die Amplitude umgekehrt proportional einer höheren Potenz 
der Entfernung ist. 

Bei jeder Wellenbewegung, welche man sich wie die Liehtbewegung 
von einem Centrum ausgehend denken muss, ist die Darstellung des 
Bewegungsvorganges durch ebene Wellen etwas Erzwungenes, die Dar- 
stellung durch Kugelwellen resp. bei nicht homogenen Medien durch andere 
eentrale Flächenwellen das Naturgemässe. Denn es müssen bei jeder cen- 
tralen Wellenbewegung die Amplituden mit der Entfernung vom Erschütte- 
rungscentrum abnehmen, also inverse Funetionen der Entfernung sein, wäh- 
rend sie bei ebenen Wellen constante Werthe haben. Es ist aber nicht 
möglich, Lösungen der Elastieitätsgleichungen in ebenen Coordinaten in end- 
licher Form aufzufinden, bei welchen die Amplituden umgekehrt pro- 
portional einer Potenz der Entfernung erhalten werden. Daher ist es nicht 
statthaft, eine centrale Welle durch drei ebene Wellen zu ersetzen. Somit 
verdienen die im Folgenden gegebenen Formeln für die einfallende, reflec- 
tirte und gebrochene Lichtwelle als naturgemässer Ausdruck für den vorge- 
stellten Bewegungsvorgang den Vorzug vor den bisher für ebene Schwingun- 
gen aufgestellten Ausdrücken, auch abgesehen davon, dass die letzteren nicht 
allen durch die Theorie gegebenen Grenzbedingungen zu genügen vermögen. 

Eine Theorie der Reflexion und Brechung der Kugelwellen mit An- 
wendung auf die Erscheinungen des Lichtes hat zuerst Clebsch*) zu geben 
versucht. Aber einmal beschränkt sich Clebsch nur auf senkrecht einfallendes 
Licht und lässt die Brechung ausser Acht und fordert dabei für die Grenze 





*) Dieses Journal Bd. 61. 
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nur die Erfüllung der Gleichheit der Componenten der Verrückungen, und 
dann haben seine Formeln eine wenig übersichtliche Form. Denn Clebsch 
integrirt die Elastieitätsgleichungen nicht in sphärischen Coordinaten, sondern 
er entwickelt die für ebene Coordinaten erhaltenen Lösungen nach Kugel- 
funetionen und gelangt so nicht zu den einfachen Lösungen in geschlossener 
Form, welche ich in meiner Arbeit: „Ueber die elastischen Schwingungen 
einer isotropen Kugel“*) aufgestellt habe. 

In dieser Arbeit habe ich die Elastieitätsgleichungen unter der An- 
nahme integrirt, dass sich die Verrückungen in longitudinale und transver- 
sale Theile zerlegen lassen, eine Annahme, welche berechtigt erscheint nach 
der Form, welche Lame den Elastieitätsgleichungen gegeben hat. 

Im Folgenden wende ich eine allgemeinere Integrationsmethode an, 
welche diese Annahme nicht zur Voraussetzung hat. Ich erhalte dabei 
ausser den früher gewonnenen Integralsystemen neue Integralsysteme, welche 
für das Folgende von Bedeutung sind. 

Bei der Anwendung der erhaltenen Integralsysteme beschränke ich 
mich auf die Betrachtung transversaler Kugelschwingungen und zwar auf 
solche, bei welchen die Schwingungsrichtung auf der Fortpflanzungsrichtung 
senkrecht steht. Ich werde das gleiche Problem für allgemeinere trans- 
versale sowie für longitudinale Kugelschwingungen bei anderer Gelegenheit 
durchführen. 


sl. 
Integration der Elastieitätsgleichungen in sphärischen Coordinaten ohne Annahme der Zerlegbärkeit 
der Componenten der Verrückungen**). 

Wird von äusseren Kräften abgesehen, was bei Schwingungsproblemen 
gestattet ist, wenn die Verrückungen der einzelnen Theilchen von ihrer 
Gleichgewichtslage an gerechnet werden, welche der Körper unter Einfluss 
dieser Kräfte annimmt, so werden die Kugelschwingungen eines isotropen 
Körpers bestimmt durch die Gleichungen ***): 





*) Dieses Journal Bd. 88. 
**) Die hier befolgte Integrationsmethode ist auch auf die allgemeineren Gleichungen, 

welche ich in Bd. 104 dieses Journals in der Arbeit „Allgemeine Integration der Elasticitäts- 

gleichungen*für die Schwingungen und das Gleichgewicht isotroper Rotationskörper“ be- 

handelt habe, anwendbar, wie ich in den Mittheilungen der Mathematischen Gesellschaft 

in Hamburg, Bd. IIl S. 249 gezeigt habe. 

***) Vgl. Lame, Theorie de l’elastieite $ 84. 
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rer ef IE _ABN _ pe _ PU 
i dr ’\dp dw/ er TE 
,, dO dA ar dev 

(1.) | et  - 
dw 

mn (4 ge) = ar 





Hier bezeichnen r, $, w die sphärischen Coordinaten eines Punktes, U, V, W 
die sphärischen Componenten einer Verrückung zur Zeit t, und zur Ab- 
kürzung ist gesetzt: 

1 dr’U 1 deV 1 dW 











(1°.) u yet zul ie 
EEE 
(1°.) ce=c08p, W= AR + de r 
Aus (1.) folgt für die Volumenveränderung 6: 
(2.) = a, 


wo das Zeichen A’. die Bedeutung hat 


\ MENE ZEN. MORE. EEE UF 
3) ee ae 


Ferner ergeben sich aus (1.) die Gleichungen: 





d (u - N) a Ru =, cr? dA’ 





dıy dr dp 7” Dr ZZ 
d dB dA 1l/’dr dB c d’B 
(ER dr iR, a ur er® re w: de 

a an al au. a en 

dp cr’ ‘ dy dw / dr c \dw dr en w,c di’ 


# ist durch die Gleichung’ (2.) gegeben. Gelingt es daher, 4, B, 7 
den Gleichungen (4.) gemäss zu bestimmen, dann liefern die Gleichungen (1.) 
nach zweimaliger Integration nach # die gesuchten Componenten U, Y, W 
einer sphärischen Verrückung. 

Das Gleichungssystem (4.) möge durch ein anderes, gleichwerthiges 
ersetzt werden. Schreibt man zur Abkürzung: 


dB d.A 


B | 
>. dr d ), go Le a my y=c( 


dp E: dp 


x 
en 
A 











so folgen aus (4.) zunächst die Gleichungen: 
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dB dy er? d’A 
dy ee 
dyy da _ c dB 
dr dıy rt 
da dB 1 dT, 
dp in ae! 
und hieraus erhält man mit Rücksicht auf (5.): 
BEI RU. Fl) 
dp dp dr dw c dr dıy 
(6.) eo 3 FOR DEN. Be} Bu 
dw cr’ \dwy dy dr dp dı 
ee EIN 
u” eı\# dy dp er? \dy dp 





Nach Umstellung der Glieder der linken Seiten der 
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cr’ d’a 
u En 
w; dt 
C d’# 
wo; di? ’ 
1 d’y 
w:c di? 


Gleichungen (6.) folgt 


aus (4.) und (6.), dass die Grössen «, 5, y denselben Gleichungen wie 


A, B, IT’ genügen. 


Daraus ergiebt sich der wichtige Satz, den ich früher 


für allgemeine orthogonale Coordinaten unter der Voraussetzung der Zer- 
legbarkeit der Verrückungen in longitudinale und transversale Theile aus- 
gesprochen habe*): /st ein Werthsystem A, B, T' bekannt, welches den 


Gleichungen (4.) genügt, so liefern die Gleichungen (5.) stets ein zweites In- 


tegralsystem für dieselben Differentialgleichungen. 


In Beziehung auf die Zeit £ können in den gesuchten Functionen 

o 
nur periodische Glieder auftreten, da für unperiodische Glieder die Ver- 
rückungen mit wachsender Zeit über jede Grenze hinaus wachsen könnten, 


was unmöglich ist. Wir setzen daher 








l . 
0=0 = mt, 
mr | cos co 
=A. mt, P=B I mi, y= 
Dann erhält man aus (1.) 
er u’ dd w? 
u m’ dr m 
oa 1 dö uw: ß 
(1) er mM r dgy mr 
ww. a t@ 
\ m’ rc dw m’ rc 





*) Dieses Journal Bd. 104. S. 183 u. 184. 
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Dabei sind die Integrationsconstanten gleich Null gesetzt, da die Ausdrücke für 
U, V, W weder Glieder mit dem Factor £ noch Glieder enthalten können, 
welche von £ unabhängig sind; denn die letzteren würden nur die Gleich- 
gewichtslage nicht den Schwingungszustand beeinflussen, und die ersteren 
sind aus oben genanntem Grunde unmöglich. 


$ 2. 


Es ist nun unsere Aufgabe, «, %, y den Gleichungen (6.) gemäss 
zu bestimmen. Zunächst erhält man aus (6.) die Gleichung: 


- dr’a 1 dc 1 dy 
e Ir Th he Zr 


> 0, 
Die Integrationsconstante ist aus gleichem Grunde wie vorhin gleich 
Null gesetzt. 

Die Gleichung (7*.) lässt, worauf ich schon in früheren Arbeiten 
hingewiesen habe, die Form specieller Werthsysteme erkennen, welche den 
vorliegenden Differentialgleichungen genügen. Der oben genannte Satz 
liefert dann die allgemeineren Integrale. 

Man genügt der zweiten Gleichung (7.) durch die Annahme 


% 1 da 1 d 
8.) N ne 





daher hat man zu setzen entweder 


RS MS 
(8°.) P= dp ’ de dw’ 


wo ® als Function von und vw durch die Gleichung 


d d dÖ, d6 
(&.) tz + dp? 
zu bestimmen ist, während ihre Abhängigkeit von r und £ durch die Glei- 


chungen (6.) gegeben ist; oder man hat zu setzen 


= VO 


1 d ds 
(8°.) P 2 Im -. 7 =. : 
wo ‘5 eine noch nicht definirte Function ist. 
In beiden Fällen (8°.) und (8°) sind den Ausdrücken für $ und y 
noch Glieder hinzuzufügen, für welche einmal c$ von & und dann y von 
v unabhängig wird, nämlich 


a N ’ 
(8°) B=Iß, y=7; 
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daher ist 


. A dy 
(8°) =, 5=0. 


Die durch Addition der gewonnenen Ausdrücke erhaltenen Werthe für 
co, ß, y sind in die Gleichungen (6.) zur weiteren Bestimmung der Fune- 
tionen %, %, ?, y einzuführen. Vorher bemerke ich, dass man anstatt 
von (8.) hätte von Annahmen ausgehen können, bei welchen entweder 
oder „7 den Werth Null erhalten hätte, doch würde man nur zu Wertli- 
systemen geführt werden, welche aus (8.) hervorgehen. 

Man hat daher o, /, y in folgender Form anzusetzen: 


d® 1 d$ ß dS Ars 
( RE RR n m — u a‘ | 
u name dp + c dw 1 a Ar "e "Tr dir 


Hierdurch wird mit Rücksicht auf (8) und (8°) die erste Gleichung 
(6.) identisch erfüllt, die übrigen gehen in folgende Gleichungen über: 


d’& dyd’%  1y1 d d% l En 
’ ddr’ + dw Id T"P\e dp . dp + c’ dw’ ) 
: IE d’# 1 8 , „ IE d’B'\ 
+ ia & r u 2 (e 8 Mi ı / 
(10,) c’r’ dw dı w; dydi dıydi di? - 
’I1ı 6 ie; Brig I PEN 
en Er Kr Ze C ae 9‘ 
c dıpdr dg ! dr rc dy dp ce? dw 
1 1 day 1 ıdaiWı 17,146 ei , 1dy\ 
c dr‘ r’ dg c dgg uw: \e dat’ dd‘ Te 4’) 





Diese Gleichungen zerfallen in einfachere Systeme. Denn differentiirt 
man die erste Gleichung nach y, die zweite nach w, so entsteht durch Addition 
( 5 | \ 

5,0. Hieraus folgt zu- 
dp c’r’ dw 
d’ 8 


dw? 


mit Rücksicht auf (8°) die Gleichung 


nächst, weil 5’ von p unabhängig sein soll, —() und ferner, dass 7’, 


' 


weil in Beziehung auf yw nur periodische Funetionen auftreten können, von 
y unabhängig ist. Nun verschwinden in (10.) die von w abhängigen und 
unabhängigen Glieder für sich, und es entstehen die folgenden Gleichungen: 


d’& BL DRTIE dd, 1 N 
der = 3 ey ) ‚2 oz .2 er u ny 2 2 /ı 
ddr dy !dı ) ce dp dp ce’ dw’ /} 
EEE PEN 
(11°) Br w;, gr dgpdt‘ dwdt? / 
ee ‚t11d4,95 , 1 dEn 
c dwdr® dp! dr? r’\c dp dy ce” dw” /) 
ee A. A’ 
| Li w; \e dwd* dydt' 
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FU 
b { ve 
ER Te 
/11e d’y' c d 1 d' 1 d’y' 
(11°.) Te 


dr? "dc wo dd 


Die Gleichung (11°.) lässt sich auf bekannte Gleichungen zurück- 
führen, wenn 


c PERL... ’ 
(12.) y- ee 
gesetzt wird, wobei 9 der Gleichung (11'.), 9 der Gleichung 
FM ag ı da dY _1 dH 
ER) Se 


zu genügen hat. 
Die Gleichungen (11°) können ersetzt werden durch die Glei- 
chungen 





Le ARE Sa a en... 7 
dr? w; di’ Wii dp e 
(13.) ai ng 
BEE LEE a 
c 5° dp = dw? wo di dp’ 


wenn 3 eine Function ist, welche der Gleichung (8°) genügt. Denn die 
Gleichungen (11°.) gehen aus ihnen hervor, wenn auf die Gleichungen (13.) 


d. d. 1 d. d. 
einmal die Operationen e-— und - dann die Operationen — und — 
dy dy ? c dw dp 


angewendet, und die entstehenden Gleichungen addirt resp. subtrahirt werden. 
Die Gleichungen (13.) führen zu folgender Annahme für © und %: 


„18. dE 
I Feht ng 





(13°) = 





wobei die Funetionen ©,, %, &, %, so zu bestimmen sind, dass für ©, 
und %, die linken Seiten der Gleichungen (13.) gleich Null werden, und 
&, und %, den folgenden Gleichungen genügen; 


d’ ®, E $, 


dr? w? di? 8, 


ai d IN; 1 d’%,\ od 
Kr = dp te a I = 


(14.) 





Hier waren als Integrationsconstanten von Y resp. von y unabhängige 
Functionen hinzuzufügen; doch führen dieselben zu Ausdrücken für ©, und 
{:, welche aus (13°) herausfallen. 
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Die Funetionen &, und %, sind diejenigen Theile von & und % in 
(13°), welche von 3 abhängen; und da 3 die Gleichung (8°.) zu erfüllen 
hat, so wird man den Gleichungen (14.) genügen durch die Festsetzung 


(15) 3=Xtr,DZ@W,y), &=Xlr,dZ(p,Y), = Alt, !)Zlp, W), 
wenn Z(y, w) ein Integral der Gleichung (8°.) ist und X,(r, Ü) und X,(r, !) 
der folgenden Gleichung für <=1 und öi=2 genügen: 


® d’X;(r,t 1 d’X,(r,t 
(15°.) j ri) (r, t) 


dr? w; di’ 
denn in diese Gleichung gehen beide Gleichungen (14.) über. Mit X(r, t) 
ist eine Function von r und £ bezeichnet. 

Da X, und X, derselben Gleichung (15%) zu genügen haben, so 
müssen die von X abhängigen Glieder in X, und X, einander gleich sein. 
Hieraus folgt für diese Glieder &, = %. Und die Ausdrücke (13°) für & 
und % stellen nach dieser Bestimmung von ©, und %, die vollständigen 
Integrale der Gleichungen (13.) dar, da in denselben durch ©, und %, hin- 
reichend willkürliche Constanten vorhanden sind. 

Nun fallen aber, weil sich ©, = %, ergeben und ©, der Gleichung 
(8°.) zu genügen hat, die von ®, und %, in (13°) abhängigen Glieder aus 
den Ausdrücken (9.) für # und y heraus. Daher kann &, = 5, = (0 gesetzt 
werden. Somit folgt aus (13°.), dass © und ‘5 dieselben Gleichungen zu 
erfüllen haben, welche vorhin für ©, und 5, erhalten wurden, nämlich & 


die Gleichung (11°) und % die Gleichung 


E31 dd 1A 14% 
1) raten) Te 


= Ar, D): 


Der Ausdruck für y in (9.) lässt sich einfacher schreiben. Darin 
. ' ds) ! 7 . .. . We 
ist nach (12.) y' = zn +9 zu setzen. Es ist nämlich das erste Glied 


d ’ . nr 
FR} in dem Gliede e d5 
dp dp 


für ein von w unabhängiges ‘5 identisch werden. Daher hat man y’ durch 
die einfachere Gleichung (11°.) zu bestimmen. 

Es ergiebt sich somit: Es ist in (9.) & durch eine Function zu er- 
setzen, welche die Gleichungen (8°.) und (11°.) erfüllt, 5 hat der Gleichung 
(16.) zu genügen, 5’ und y' sind Integrale der Gleichung (11°.). 

Die vier von einander unabhängigen Functionen ©, 5, ?', y' in (9) 
geben somit vier Werthsysteme «, 9, y. Jedes derselben liefert, wenn in 
38* 


‚enthalten, weil die Gleichungen (12°.) und (16.) 
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(9.) 4, B, T durch «, , y in (9.) ersetzt werden, nach dem auf Seite 295 aus- 
gesprochenen Satze ein neues Integralsystem «, ß, y. Es ergeben sich daher 
acht Werthsysteme «, P, y, von denen zunächst zwei in anderen enthalten 
sind, nämlich diejenigen, welche aus (5.) für die Glieder © und z' her- 
vorgehen, wobei zu beachten ist, dass jede Funetion f(r, ©), welche der 
Gleichung (11.) genügt, durch ihren Differentialquotienten nach r ersetzt 
werden kann. Dies möge auch bei Bildung der noch übrig bleibenden 
sechs Integralsysteme berücksichtigt werden. Wir bezeichnen dabei mit f, 3 
und Z Integrale der Gleichungen (11".), (16.) und (8.), deren willkürliche 
Constanten in den einzelnen Integralsystemen verschiedene Werthe annehmen 
werden. Die sechs Integralsysteme sind daher die folgenden: 





oe =®d, =), 6,—N, 
= 056; ng; 75,=0 

au = — E ( A . C Fr + - a) u=(), 6—=0, 
= a = e nn %=V0, 

j. 5, Z genügen den Gleichungen: 

am tel, 

en) rer 

(17°) c r + jr — 0. 


Die Werthsysteme «, P; 7; und «, /, y, lassen sich noch auf ein- 
ander zurückführen. Denn da Z ein Integral der Gleichung (17°.) ist, so 


. 2. dz j Ä 
wird dieselbe auch erfüllt durch e- 27 Daher kann Z in o, f, y; durch 
1Z d dZ 
c in ersetzt werden. Man erhält dadurch = 0, = f-—-e-—., 


ı dp 
2 , me\ fu ' 
— . Und nach Gleichung (17°) für Z kann jetzt ?, geschrieben 
n 


nf 
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d’Z f dZ vo 
— + Ersetzt man noch —— durch Z, was nach der Glei- 
dıy dıy 

chung (17°) gestattet ist, so gehen die Werthe für /,, 7% in die Werthe 
für P,, Y, über. 


werden = Ze - 


Schliesslich lassen sich, wie später gezeigt wird, die Werthe für 
03, Ps, % und o,, Ay, % auf o,, Pr}, Y resp. &,, P,, Yı zurückführen. 

Die gefundenen Werthsysteme (17.) für «, $, y sind in die Aus- 
drücke (7.) für die Verrückungen U, V, W einzusetzen. Damit ist die In- 
tegration der Differentialgleichungen (1.) durchgeführt ohne die Zerlegbar- 
keit der Verrückungen vorauszusetzen. Die ersten beiden Integralsysteme 
(17.) entsprechen genau den früher von mir erhaltenen, die übrigen 
Integralsysteme sind neue Integralsysteme. Aber hinsichtlich des Charak- 
ters der möglichen Schwingungszustände giebt die hier angewendete allge- 
meinere Integrationsmethode die gleichen Resultate. Denn die ersten 
Glieder der für die Verrückungen gefundenen Ausdrücke (7.), welche 
allein von der Volumenänderung # abhängen, gehören einer longitudinalen 
Kugelwelle an, welche sich in dem Medium mit der Geschwindigkeit w, 
fortpflanzt; die letzten Glieder hängen durch (5.) nur von den Drehungs- 
momenten 4, B, I’ ab, sie genügen der Gleichung (7°) und stellen die 
Componenten der Verrückung einer transversalen Welle dar mit der Fort- 
pflanzungsgeschwindigkeit &. Daher zeigen die Ausdrücke (7.), dass sich 
in einem Medium, je nachdem die willkürlichen Constanten in 9 oder in 
o, , y verschwinden, entweder longitudinale oder transversale Kugelwellen 
ausbreiten können, und dass, wenn Schwingungen allgemeinerer Art auf- 
treten, man sich dieselben stets durch Interferenz von longitudinalen und 
transversalen Kugelwellen mit den Fortpflanzungsgeschwindigkeiten ®, und 
o, entstanden zu denken hat. 

Für w= const. also für sogenannte Torsionsschwingungen erhält 
man folgendes Resultat: 

Man kann den Differentialgleichungen genügen einmal durch U=0, 
V=0, W dann durch U, V, W=0. Bei Torsionsschwingungen bewegen 
sich daher die einzelnen Theilchen stets in zwei zu einander senkrechten 
Ebenen, und zwar entweder parallel der Aequatorebene der Kugel — dann 
beschreiben die Theilchen unendlich kleine Kreisbogen, und die Schwingun- 
gen erfolgen ohne Verdiehtungen — oder die Bewegung findet in einer 
Meridianebene statt und zwar im allgemeinen mit Verdichtungen. Dann 
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beschreiben die einzelnen Theilchen im allgemeinen elliptische Bahnen, 
welche, falls die Bewegung ohne Verdichtungen stattfindet, insbesondere 
in unendlich kleine Meridianbogen übergehen können. 


$ 3. 
Integrale der vorkommenden Differentialgleichungen. 
Von den vorkommenden Differentialgleichungen (11”.), (2.), (16.) und 
(8°) sind die ersten drei Gleichungen bekannte Gleichungen. Und es 
handelt sich hinsichtlich der Gleichungen (2.) und (16.) nur darum, ihren 
Integralen eine passende Form zu geben. Zugleich werde ich ein noch 
nicht bekanntes Integral der Gleichung (16.) aufstellen, welches von den 
Integralen der Gleichung (8°.) abhängt. 
Dureh die Substitution 


(18.) ea 


: 
geht die Gleichung (2.) in (16.) über, wenn darin ®, durch w, ersetzt wird, 
und die Funetion % in (16.) kann erstens nur von r und # abhängig sein, 
zweitens kann die Gleichung (16.) in zwei Gleichungen von der Form (11".) 
und (8°.) zerfallen, und drittens kann sie durch Kugelfunctionen integrirt 
werden. Man erhält also für ein Integral 5 der Gleichung (16.) die 
folgenden mit %,, 5, und 75; bezeichneten Darstellungen: 





(3% = Asin(gtmt)+Becos(gtmt), 
(19,) 3. = @(A'sin(g+mt)+B’cos(g+tmt)), 
| De ’n Ein sin 
Oh cos Mb, 
wo gesetzt ist 
5 ur 
(20.) q L r Zn. 
A, B, A, B', sind zu ;bestimmende Constanten. Der zweite Werth für q 
R 2 I \ 1 
wird erhalten, wenn m durch I w, durch 7 ersetzt wird, wo / die 


Wellenlänge, T die Schwingungsdauer ist. 
@ genügt der Gleichung (8°). Ihre Integrale sind 
eh, Bi 
a1) | G, = (a,sinw+ b,cosy), 
| G, = tgp(a,8iny-+b,cosw); 
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sie sind für w= const. durch die folgenden zu ersetzen: 

(22.) 
4, A, bi, b,. a, b sind Constante. 


S” in (19.) ist die von zwei Argumenten abhängige Kugelfunction. 
R” genügt der Gleichung 


d’R" RR N 
23. | 1— —— m=0, 
(23.) a u 
und es ergiebt sich /” in der Form 
(24.) RK" = AR+BR;, 


wo A und B Constante’sind, und mit 7 und Z% die folgenden Funetionen 
bezeichnet werden 


R: = Y'(g)sin(q— —)+Y}(geos(g- = ). 


) 


(25.) 





BR: = Yi(g)eos (g- 5) — Y}(g) sin (g- 5 ” 


Hierin sind Y/'‘(g) und Y}(g) die folgenden Functionen, welche für ganz- 
zahlige Werthe von » mit einer endlichen Anzahl von Gliedern abbrechen: 


R x (n—1)n(n+1)(n+2) , (n—3)(n—2)(n—1)n(n+1)(n+2)(n+3)(n+4) 
Ber 2129)’ r IR)“ ; 
26. 
). y. n(n+1) L (n—2)(r—1)n(n+1)(n+2)(n+3) ee 
(9) = 727 31(29)° FONTR 





Diese wichtige Darstellung (25.) für die Integrale der Gleichung (23.) 
gestattet %; in (19.) eine %, und 5, entsprechende Form zu geben. Diese 
ist entweder 

27) = S" |C,sin (g- - +mt) 4 D,cos(g— 


oder 


ut 


} 
> +mt), . 


OT) GG = As” IYi(g)sin(g- Sn +mt+p) + Y(g)eos (q- z— +mt-+p),, 
wo gesetzt ist: 


C, = A,Y:(qQ)+B,Y:(g), 
(28.) | n n q g) 


ID, = A,Y!(q)-B,Y!(q): 
A,, B,, X, p sind zu bestimmende Constante. 


*) F. Pockels, Ueber die partielle Differentialgleichung Ju+k’u = 0. Leipzig 1891. 
S. 110 u. 98. 
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Hier sowie in (19.) bezieht sich das Zeichen — vor mt auf eine vom 
Mittelpunkt des sphärischen Coordinatensystems r, p, w aus divergirende, 
das Zeichen + auf eine nach ihm hin convergirende Welle. In beiden 
Fällen sind den zu bestimmenden Constanten verschiedene Werthe beizulegen. 

Sind gerade und ungerade » in den Formeln (27°.) und (27.) zu 
unterscheiden, so nehmen dieselben bei Weglassung constanter Factoren 
folgende Form an, und zwar 

für gerade n: 
(29°.) % = S”/C,sin(g+tmt)+D,cos(gtmi)), 
29) = UIYldsin(gtmt+p)+Y:(g)eos(gtmt-+p)!:; 
für ungerade n»: 
(30%.) Fr = S")C,eos(gtmt)— D,sin(g+tmi)|, 
30) = WUIIYCdeos(gtmt+p)— Yi(q)sin(gtmt-+p)). 

Die neuen Integrale der Gleichung (16.) in der Form %;, in (19.) 
zeigen, dass in (17.) die Integralsysteme «,, ;, % und o,, P,, 7. auf 
0, Pu, % und &,, P,, yı zurückführbar sind, da Z derselben Gleichung (11®.) 


wie @ genügt. 


$ 4. 
veflexion und Brechung der Kugelwellen. Grenzbedingungen. 
Das reflectirende Flächenelement habe die ebenen Coordinaten x, y, 2. 
Die Richtung der Normale desselben sei die z-Axe. Die Componenten der 
in der Richtung der Normale wirkenden elastischen Kräfte seien X,, Y,, Z, 
und die Componenten einer Verrückung im ebenen Coordinatensystem x, y, 3 
seien #, ©, w, im sphärischen r, 9, w wie früher U, V, W. Dann drücken 
die folgenden Gleichungen die Bedingungen der Gleichheit der Componenten 
der Verrückungen und der elastischen Druckkräfte für die Grenzfläche aus 


(31*.) u+ru,=u, v+0,=0, wtw=w,; 
‘ b\ 
(31 .) A.+Ä,; vo As Y.+ A on Y.a Zu + Zur nn Z 


wo die Indices e, r, d sich auf die einfallende, refleetirte und gebrochene 
Welle beziehen. - 

Zu diesen Bedingungen tritt noch die Bedingung hinzu, welche die 
Gleichheit der lebendigen Kräfte zu beiden Seiten der trennenden Fläche 


ausdrückt. Diese soll später hinzugefügt werden. 


xd 3 
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Die Bedingungen (31*.) und (31”.) sind in sphärischen Coordinaten 
auszudrücken. Von einem Punkte ©, gehe eine divergirende Welle aus, 
welche an der Grenzfläche im ersten Medium reflectirt, im zweiten ge- 
brochen wird. Die refleetirten und gebrochenen Strahlen scheinen dabei 
von zwei Punkten O0, und O, divergirend ausgesendet zu werden. Daher 
sind die drei Punkte O,, O,, O0, als Mittelpunkte dreier sphärischen Üoor- 
dinatensysteme r,, 9, Wi T,, Pr Wr Pas Pa, W, einzuführen. Und man 
erhält die einfallende, refleetirte und gebrochene Welle durch (7.) aus- 
gedrückt, wenn darin r, , w durch die genannten Coordinatensysteme er- 
setzt werden. Durch diese Coordinaten mögen auch die obigen Bedingungs- 
gleichungen zunächst ausgedrückt werden. 

Der Coordinatenmittelpunkt des sphärischen Systems r, y, w falle 
mit dem Anfangspunkt des ebenen Coordinatensystems z, y, 2 zusammen, 
und die Aequatorebene des ersteren mit der zy-Ebene. Der Winkel w 
werde von der z-Axe an in dem Sinne entgegengesetzt der Uhrzeiger- 
bewegung positiv gerechnet. Dann bestehen zunächst die Beziehungen: 


(32°.) C=rCOSpCosY, = re0sSpsinvy, z=rsing; 
(m, = cos(er) = cc‘, n, = cos(yr)=cs, pPı=c0s(zr) =s, 


(32) Im, = cos(ey)=—sc, m=cos(yp)=—ss, Pr = C08(2p) = c, 





m; = cos(ey)=—-s; 13 = cos(yw)=c'; p; = c08(zw) = 0*), 
wobei zur Abkürzung geschrieben ist 
(32°.) s=singy, Cc=C08y, s=sinv, c = cosw, 
Zwischen den Componenten einer Verrückung im ebenen Coordinaten- 
systeme z, y, 3 und denjenigen U, V, W im sphärischen Systeme r, p, w 
bestehen die Beziehungen 


(u = ceU-seV—-sW, 
(33.) L.y = es U—ss' V+ ce W. 
ww = sU+telV. 





Ferner sind die Componenten der elastischen Druckkräfte X,, Y,, Z 
im ebenen Systeme z, y, z durch die sphärischen Componenten auszudrücken. 
Diese sind nach Lame a. u. a. O. S. 199, wenn N und T für N’ und T’ xe- 


7 


*) Lame, Theorie de l’elastieite, S. 196. Ein hier vorkommender Druckfehler ist 
oben berichtigt. 
Journal für Mathematik Bd. CXVII. Heft 4. 39 
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schrieben wird: 





| N, — R,=44-+2u en, 
: Ü 1 dV 
N =, 104), 
U s V/ 1 dW 
N, =#,=10+2u( A LER u BL, 
(34.) T-9,-u- „LI, ıW EWR... 
ei See ie; dy r dp Er 
en, _ a ee: 








Dann hat man nach Lame S. 47 (10.), wo N,, T;, T; für X,, Y,, Z, 
geschrieben ist, 
mA, +n,Y,+p2,. = m N,+m, T,+m;T,, 
(35.) m X,+mY,+pZ, = m T;+m,N,+m;T,, 
m; X,+4n,: Y,+p;2, = m, T,+m,T, + m;N;. 





Die Formeln (33.) und (35.) setzen zwar bei ihrer Ableitung vor- 
aus, dass der Anfangspunkt O der ebenen Coordinaten z, y, 3 mit dem 
Mittelpunkte der sphärischen Coordinaten r, 9, w zusammenfalle. Sie 
behalten aber bei einer Parallelverschiebung der Coordinatenaxen des 
ebenen Systems Geltung, da x, y, z in (35.) nur als Differentiale auftreten, 
und sie können benutzt werden, um die sphärischen Componenten der Ver- 
rückungen und elastischen Kräfte aller drei Wellen in ebene umzusetzen, 
welche sich auf die Coordinatenaxen x, y, 3 beziehen*). Nur sind die 
Aequatorebenen sämmtlich parallel der zy-Ebene zu nehmen. 

Die Ausdrücke für «, v, w und X,, Y,, Z, werden in einfacherer 


*) Man denkt sich dazu entsprechend den drei sphärischen Coordinatensystemen 
mit den Mittelpunkten 0,, O,, 0, drei ebene Coordinatensysteme gelegt, welche diese 
Punkte als Anfangspunkte haben, und deren Axen parallel den Axen z, y, = sind. Und 
indem man in (33.) und (35.) r, g, w und z, y, s durch die entsprechenden Werthe 
ersetzt, welche diese Coordinaten für die einfallende, reflectirte und gebrochene Welle 
annehmen, erhält man die ebenen Componenten der Verrückungen und elastischen 
Kräfte für die drei Wellen, die dann noch durch Parallelverschiebung auf die Coordinaten- 
axen z, y, 3 zu transformiren sind, wobei die Form der Formeln ungeändert bleibt. 
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Form erhalten durch Benutzung der experimentell gefundenen Thatsache, 
dass der reflectirte und gebrochene Strahl in der Einfallsebene liegen. 
Daher sind O,, O,, 0, Punkte dieser Ebene. Es sei die zy-Ebene die 
Einfallsebene, dann fallen die Aequatorebenen der drei sphärischen Coor- 
dinatensysteme O0, O,, O0, mit der zy-Ebene zusammen. Daher ist 
9.=9,=9ı=9=0, und die obigen Formeln (33.) und (35.) gehen in die 
folgenden über: 





(u = eU-sW, 
(36*.) ve =sU+eW, 
e= }; 
X, = e"N-28scT,+s”N,, 
(36".) ıY, = es N,+(1—2s”)T,—s'c'N,. 
Z, = eT,-sT.. 





In die Formeln (36°.) und (36°.) sind für U, V, W nach (7.) die ent- 
sprechenden Werthe für die einfallende, reflectirte und gebrochene Welle 
einzusetzen und dann die Bedingungsgleichungen (31°.) und (31”.) zu bilden. 


85. 

jedingung der Gleichheit der lebendigen Kraft. 
Bei der angenommenen Lage des Öoordinatensystems findet die Be- 
wegung in der zy-Ebene statt, mit welcher die Aequatorebenen der drei 
sphärischen Coordinatensysteme um 0,, O,, 0, zusammenfallen gelassen 
sind. Das refleetirende Flächenelement dydz, dessen Normale der z-Axe 
parallel gedacht ist, sei ABCD. Die Winkel w,, y,, w, mögen, wie früher 
v, von der x-Axe an in demselben Sinne wachsend gerechnet werden, so 
dass die Richtung der x-Axe in den drei Coordinatensystemen durch die 
Werthe v,=w,=y,=0 bestimmt wird. Dann ist w, der Einfallswinkel, 
2R—w, der Reflexionswinkel und vw, der Brechungswinkel. Die Projeetionen 
des Flächenelements ABCD auf die Kugelflächen, welche mit den Radien 
0,A, 0,B, 0,B um O,, O, und O0, beschrieben sind, seien ADC,B,, BCD,A, 
und BCD,A,. Dann wird die lebendige Kraft der einfallenden Bewegung, 
welche in dem prismatischen Raume ABCDB,C, enthalten ist, sich nach 
einer gewissen Zeit den Aethertheilchen in den Räumen ABCDA,D, und 
ABCDA,D, mitgetheilt haben. Es sind zunächst die in diesen Käumen 

enthaltenen Aethermassen zu berechnen. 
39* 
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In einer kleinen Zeit dt schreitet die einfallende Welle um B,B, die 
reflectirte um AA,, die gebrochene um AA, fort. Daher ist B,B = nd, 


AA, = z di, AA, = dt, wenn mit Z und /!' die Wellenlängen, mit T die 
Schwingungsdauer bezeichnet werden. Ferner folgt aus den rechtwinkligen 
Dreiecken ABB,, ABA,, ABA,, wenn die kleine Bogenseite als gerade 
Linie angesehen wird, AB,= ABeosw,, BA, = ABeos(2R—w,), BA,= ABecosy,. 


BC.di 

Daher sind die genannten Prismen Zcosw, Io er; lcos(@aR—,) 
AB.BC.di . . . us . 

l cosw, — 7: Diese sind mit den Dichtigkeiten og und e' und mit den 


halben Quadraten der Geschwindigkeiten der bewegten Aethertheilchen zu 
multiplieiren. Die letzteren pflegt man durch Mittelwerthe der Quadrate der 
Geschwindigkeiten zu ersetzen. Nun seien die Componenten einer Verrückung 


U= U,cos(9— )2r+ U,sin(I — - 7)2a, 


(3°.) V’= V,cos(9-— _— F)2n+ V,sin(9—)2n 





W = W.cos(9 — 7)27+W,sin(9 — Yan 


so ergiebt sich mit Rücksicht auf die Beziehungen 


/ sin’(9——,)2ndt u Seo (9- 7 )2ndt m - 


0 0 


Ssin(9- -)Anat wg 


0 


für den Mittelwerth des Quadrates der erh 
1 (Ti dU 72 
33) EHE) = [Ur WEHUHH). 


dt 


0 


Wird jetzt zur Abkürzung gesetzt 
(38°) x = U+N+WHU,+V/+W,, 
so erhält man bei Weglassung eines constanten Factors als Ausdruck für 
den Satz der Erhaltung der lebendigen Kraft 
(39.) X,oleosw, = &,oleos(2R—w,)+X,olcosy,, 
wo die Indices e, r, d die gleiche Bedeutung wie oben haben. 


Aus den genannten rechtwinkligen Dreiecken folgt B,B = ABsiny,, | 
A,A = ABsin(2R—w,), A,A= ABsiny,, und mit Rücksicht auf die vorigen 
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Werthe für B,B, A,A und A,A 


(40.) Fa a; Bei Ei nn 
also y, = w, oder w, = 2R—w, und das bekannte Brechungsgesetz. Offenbar 
ist nur der letztere Werth für w, möglich. Man erhält also für das reflec- 
tirende Flächenelement die Beziehungen 


(41.) r,=r, und w=2R-w,; 
und der Satz der Erhaltung der lebendigen Kraft erhält jetzt den einfacheren 
Ausdruck , 
(42.) (X&,—X&,)oleosw, = X,o’lcosg,. 
86. 


lorsionsschwingungen. 


Bis hierher sind die Formeln allgemein entwickelt. Von jetzt an 
werden nur transversale Schwingungen in Betracht gezogen, und zwar be- 
schränke ich mich auf solche Schwingungen, welche auf der Fortpflanzungs- 
richtung senkrecht stehen. Für transversale Schwingungen anderer Art ist 
das vorliegende Problem in gleicher Weise durchführbar. 

Die Torsionsschwingungen erfolgen stets in zwei zu einander senk- 
rechten Ebenen und werden durch (7.) und (17.) dargestellt, wenn #= 0 
und w = const. gesetzt wird. Dadurch erhalten wir bei der genannten Be- 
schränkung und bei Weglassung constanter Factoren 





T Br für Schwingungen parallel der Aequator- 
(43*,) TR ebene, also für Schwingungen in der 

W - l - > Einfallsebene; 

r dg rc 

U. 0 

(43°) 4 für Meridianschwingungen, also für Schwingungen 
rc senkrecht zur Einfallsebene. 
W = 0 








Bei Bildung des ersten Werthsystemes ist 5 durch —;5 ersetzt, was der 
willkürlichen Constanten wegen gestattet ist. 

Da in (43°) und (43°.) U=0 ist, so steht bei den hierdurch dar- 
gestellten Kugelwellen die Schwingungsrichtung auf der Fortpflanzungs- 
richtung senkrecht. 
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Um nun die Grenzbedingungen für die durch (43°) und (43°.) dar- 
gestellten Componenten einer Verrückung zu erhalten, hat man in die Aus- 
drücke (34.) für die Componenten der elastischen Kräfte 0 = 0, w = const. und 
ausserdem = zu setzen, weil die Aequatorebene der im vorigen Paragraphen 
eingeführten sphärischen Coordinatensysteme mit der Einfallsebene zusammen- 
fallen gelassen ist; und bildet man ferner die entsprechenden Ausdrücke 
(36°.) und (36".) für die Componenten einer Verrückung und für die Com- 
ponenten der elastischen Kräfte im Coordinatensysteme x, %, 2, so erhält 
man, wenn zur Vereinfachung nur die nicht verschwindenden Componenten 
der elastischen Kräfte genannt werden, folgende Formeln, und zwar 

1) für Schwingungen in der Einfallsebene: 


‚ dW ’ a 3 
L,= - - h u=—-s W X,=-2sCT,, 


| 


(44°,) T, zu E aWw a PN ce W, Y, er (1 25°) T,,, für = 0. 








v—=), Z,=-sT, 


2) für Schwingungen senkrecht zur Einfallsebene: 


T, = al =>) ee 


(44°.) | ‚a0 LET für =. 








oe=V; 2 =ecT, 
Wir erhalten jetzt die Grenzbedingungen (31’.) und (31.) in folgender Form: 
Il. Schwingungen in der Einfallsebene. 
s.W.+s,W, = s,.W,,\ 
ce. W,+c.W, = c,W,,J 
X.+A, = Az 
FE wie Gleichheit der elastischen Druckkräfte. 
2. +2. = 2,73 


Gleichheit der Verrückungen. 





Hier ist: 





”r 
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II. Schwingungen senkrecht zur Einfallsebene. 

[V,+V, = V, Gleichheit der Verrückungen, 

Z.+Z. = Z.a Gleichheit der elastischen Druckkräfte. 
(45°.) ı Hier ist: 





2 = eu 7) 


In (45°) und (45°.) ist für = 0, w= const.= y, r = const.=r zu setzen. 
Die Bedingung der Erhaltung der lebendigen Kraft (42.) wird später hin- 
zugefügt. . 


87. 
Torsionssehwingungen in der Einfallsebene. 
Für Schwingungen in der Einfallsebene ist die nicht verschwindende 


sphärische Componente einer Verrückung nach (43*.) und (19.) gegeben durch 


> 


EEE 
he: r dp ur” 


für g=0. Für % in (19.) ist nur der Werth %; benutzt, da %, und %. 
hier nicht in Betracht kommen. 
75; enthält die Kugelfunction S” als Factor; daher ist zu beachten, 


'n 


. » “ . d. es . . 
dass der erste Differentialquotient dep für 9=0 nicht verschwindet, wenn 
d . j a j . d’s” 
» ungerade ist, während alsdann der zweite Differentialquotient ig VEr- 
dp“ 


schwindet. Denn S” hängt hier nur von der Variablen y ab und wird als 
Integral der Gleichung 


ae‘. k 
— 6084 +n(a+1)S" = 0 
cosp dp dp 


definirt durch den Ausdruck: 


1.3.5...(2n—1) | n(n—1) . „a. , n(n—1)(n—2)(n-3) . „_; 
123.0‘ an) PET a Dan) ya 


F 


s” sin’ — 


Daher ist », damit das erste Glied in (46.) nicht verschwindet, als ungerade 

Zahl anzunehmen. N 
Dann aber verschwindet, weil f in (46.) von p unabhängig ist, Z, in 

(45°). Somit wird die dritte der Bedingungen, welche die Gleichheit der 

elastischen Druckkräfte ausdrückt, von selbst erfüllt. 

Mit Rücksicht auf (30°) und, weil f der Gleichung (11°.) genügt, 
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. . . ds” ° 5 
erhalten wir jetzt, wenn wir uns den Factor ( 2 mit den zu bestim- 
f wi Y= 
menden Constanten vereinigt denken: 


N 1 Up BN,, TS , ) | 
(47) W = —- \(Av— D,Jsin (7 — 7 )27+ (Bo+C,)cos( 7 — n)er- 


Dieser Werth W ist nun für die einfallende, refleetirte und gebrochene Welle 
zu bilden. Werden dieselben wie früher durch die Indices e, r, d unter- 
schieden, und die Wellenlängen wieder mit / und !’ bezeichnet, so ergiebt sich 


W. = Esin(* - )2n+E'cos( — -)2n, 
(48.) W. = Rsin( 7 _ „7 )2a+R' cos( 7 _ 7)2a, 


n )2n, 





# . nr] ur PETER 
W, = Dsin(5 — „)2n+D'eos(4 — 
wo zur Abkürzung gesetzt ist 


(48°.) E= Ä (A,.— D,.), u on - (B.+(,). 


e 


Die Amplituden Z und A der reflectirten und D und D’' der gebrochenen 
Wellen gehen aus (48*.) hervor, wenn e durch r resp. d ersetzt wird. 

Damit nun zunächst die Bedingungen der Gleichheit der Componenten 
der Verrückungen in (45*.) erfüllt werden, muss für das refleetirende Flächen- 
element sein 


| ve. u 
(49.) BR l' 


Hieraus folgt, wie sich schon früher ergeben hat, r,=r,. Nach (49.) ist, wenn 
noch die Beziehung y,=2R-w, in (41.) sowie (40.) berücksichtigt wird, 
die Lage der Punkte O, und O,, von denen die reflectirte und gebrochene 
Welle zu divergiren scheinen, in der Einfallsebene bestimmt. 

Mit Rücksicht auf die genannten Beziehungen gehen die Bedingungen 
der Gleichheit der Verrückungen in (45°), wo an die Bedeutung der Zeichen 
s = sinw, c' = cosyw erinnert werden möge, über in: 
a9, ( (E+ A)siny, = Dsiny,, (E+K)siny, = D'siny,, 

(E- R)cosyw, = Deosy,; (E'—-R')eosyw, = D’cosw,. 


Hieraus ergiebt sich 





R-  Aev) np PB _ lv) m 
sine t+wa) ° Bley) 
(50 ) ie € d e d 
\ 5 . . 
r sin 2w, n sin2w, 
= Rn ir gen k 
#; sin (u. + Wa) M; sin (w.+%,) u. 


1 
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in genauer Uebereinstimmung mit dem Fresnelschen Ausdruck für die 
Amplitude der refleetirten Welle und mit dem F. Neumannschen Ausdruck 
für die Amplitude der gebrochenen Welle. 

Die Gleichung (42.) für die lebendige Kraft geht durch (48.) über in 

(E+EN)-(R+R”r) — 2 08 %ı 1 D”) 
ol cosWw, 

und durch die eben gefundenen Ausdrücke für die Amplituden in 
o' sinWp„cosıp, sin’ 2 


> IyN L 
= (E’+E‘) re 
u o SınWy,cosw, sın (ww, + Wu) 


sin’(w, — 1.) ! 
sin’(p,.+ wa) ) 


Zerlegt man die zweite Klammer der linken Seite in Faetoren, so zeigt 


ee 
(E’+E”) 11- 


eine einfache Rechnung, dass die von w, und w, abhängigen Factoren der 
beiden Seiten der Gleichung einander gleich werden; und da diese Factoren 
im allgemeinen nicht verschwinden können, und weil auch E’-+-E” nicht 
gleich Null sein kann, so folgt 

(51.) o=0_. 

Diese Beziehung, welche die Gleichheit der Diehtigkeiten in den 
beiden durch die refleetirende Grenzfläche getrennten Medien aussagt, wird 
im allgemeinen für zwei Medien nicht bestehen. Daher werden im all- 
gemeinen Schwingungen der betrachteten Art nieht möglich sein. Für den 
Lichtäther nehme ich die Beziehung (51.) mit F. Neumann an. 

In (50.) sind die Werthe (48°.) für E und E’ und die entsprechenden 
für R, R' und D, D’ einzusetzen. Dadurch ergeben sich vier Gleichungen 
zur Bestimmung der Constanten A und B in (47... Um die Rechnung zu 
vereinfachen, setzen wir von jetzt an a=1. Für andere Werthe von n 
ist die Rechnung in ähnlicher Weise durchführbar, ohne dass sich wesent- 
lich andere Resultate ergeben. 

Wir erhalten zunächst mit Rücksicht auf (28.) und (26.): 





1 1/ A, 
(A—-D) = —(A-—+B,), 
u r rin gq 
(52.) ’ . 
z f B, + u —— z (B.+ A, zz ); 
4 7 q 
und setzen wir zur Abkürzung 
= sin(w,—W, sinw, sin >, | 
(53.) 1e = — s ( - ı) j €e = - - —— I-+8 
sin(w,.+%a) sinw, sin(w,+ w,) 


_ .  p av yr . x .. . 
und beachten, dass q = T 2n in (20.) infolge (49.) für die Grenzfläche in 
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allen drei Wellen denselben Werth behält, so gehen aus (50.) mit Rücksicht 


en d r, l sinw, ö i 
auf die Beziehungen r,=r, und > == ei folgende vier Gleichun- | 


gen hervor: 








Aır A:. 
A, Tr = + B.; - e(A,, = er + B..); 
(54%) i 
Bart Aut 2 = &(But+ Au + Ze); 
Aı. A 
Av es +B. m © (A, 7 B..); 
zAabN 1 q 
IT.) B | B e 
But Aut" 0 (B,.+4,.+ 5 


Dieses sind vier Gleichungen mit den acht Unbekannten A,, Ays; 
Bi,s Byas Ars Asus Bir; Bio. Vier weitere Gleichungen liefern die Bedin- 
gungen der Gleichheit der Componenten der elastischen Kräfte. Diese Be- 
dingungen sollen nun aufgestellt werden. 
Zunächst geht aus (47.) für a=1 hervor: 
99°.) = FR A Asin(7- .— 7)27+ Beos( 7 — 7) 2rı, 


r 


wo gesetzt ist 


U = |-24,-gB,-(9-)A-38B}|, 





B = [04-2B,-3A,+(g-—)Bi 


Durch (55°) gehen die Bedingungen der Gleichheit der elastischen 
Druckkräfte (45°.), von denen die letzte, wie gezeigt wurde, von selbst er- 
füllt ist, in die folgenden 


sinw,cosw,u(U,—-U,) = siny,cosyw,uNl,, 
(1—2sin’yw,)ul,+M,) = (1-2sin’y,)wNU, 
und in zwei entsprechende zwischen B,, ®,, ®, über. « und uw’ bezeichnen 


die Elastieitätseonstanten der beiden Medien. 
Nun folgt aus der dritten Beziehung (1°.), wenn die Fortpflanzungs- 


6. A l i ı 2a 
geschwindigkeit w, durch 7 ersetzt wird, - = und für das zweite 
w' 2 h 
Medium — = —,;-, also ist 
0 I 


(56.) 


FG 
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sin 
I  sinw, 
Grenzbedingungen die folgende Form an: 


Und da sich o= o' sowie ergeben hat, so nehmen die obigen 


sin?2w, sin’w 
WE PER. | Bi 
sin2w, sin’w, ' 
cos2w, sin’w, 
cos2w, sin’ w, 


+ U, — U.. 


Entsprechende Gleichungen bestehen zwischen ®,, ®,, ®,. Hieraus folgt 





e3 
f SY sin2(w,—y,.) ) a sin 2(,—W,„) PM 
A, = — > T ee es 
(57) sin2(w,+w,) sın2(w,+ 14) 
Pe: sin? w, sind, sin’, sin dıy 
A,=— ‘ > x U. B,= . . . De 
sin’w, sin2(w+w,) - sın’v, sin2(w,tw,) 
Setzen wir noch zur Abkürzung 
__ sin2(w,—w,) sind, 
— sin2lw,+tw,) ' sin2(w,+w,) 


so gehen aus (97.) durch (55".) die folgenden Gleichungen hervor: 
3 
q 


) 


z 





)Au—3B,, = 8|-24.-gB.—(g- )Au—3B, 


< | 3\ e ’ ün Bi: 
qAy,—2B,—34A,,+(g- Bir = d\gAu—2B,.—34A,.+(g- )Bı\; 


—2Av—qgBu— (g- 


2A gBu—(g- )Au-3B, ı >= Ö 2A dh —(g- —) A: — >B, . 


gAu—2Bun—3Au+(g- )Bus = 0'|gAu—2B.—3A.+(9- )B.\ 


Diese vier Gleichungen bestimmen mit den Gleichungen (54°.) und 
(54°.) die gesuchten acht Constanten, Es ergiebt sich 





Av = %A,.+buB.+ wA,.+d,B... 
32 B, = -b,A.t+ta,B,.+d,A,.—c,B 
(98.) 

A, = aA.„+b,B.+6A,.+d,B... 

B,= b5A„-aB,.-—d,A,.+cB,.. 


wo zur Abkürzung gesetzt ist: 





a, = 3: —20—-g’(e—-0), a, = 2g(e—0), 
b, = 3g(e—0), b,= g’(e0), 

58°.) " hi 

= _ . (Ed), = —2e+30+q El), 
d,=(6-g)(e—0): d, = 3g(e— 0). 


40* 
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Die Werthe für die Constanten Ay, Bars Ars, Bıı gehen der Reihe nach 
aus denen für Ay, Bu, Au, Bi, hervor, wenn & durch ® und d durch 
ersetzt werden. Somit ist allen Grenzbedingungen Genüge geleistet. 

Bisher wurde der übersichtlicheren Darstellung wegen für den Aus- 
druck, welcher die einfallende Welle lieferte, die gleiche Form wie für die 
anderen Wellen gewählt. Jetzt mögen drei der noch willkürlichen Constanten 
gleich Null gesetzt werden z. B. B,,, A,., B... Dann erhält man aus (48°) 
und (52.): 


we E'=0, 


kr ru Ce Br +B,, ’ RK = s (B,+4A,+ \ 


fr \ Ir Ir / 





Die Werthe für D und D’ entstehen aus # und AR, wenn r, durch r, und 
&, Ö durch €, d’ ersetzt werden. 

r, und r, in (58°) und den entsprechenden, aus (58°) zu bildenden 
Formeln beziehen sich auf die Grenzfläche und mögen nun mit r, und r, 
bezeichnet werden. Dann erhält man schliesslich aus (48.) und (59.): 





ww’ “ sin( m _ . ) 2rı, 
w, = # e+26-9(1- )) sin (7 — ,)27 
60.) An j 2n(e-J)(1- )eos(- — ) an}, 
W. = 2 («+2@-0)(1- 22) sin( — —)2n 
un X. 27 -)(1- „" )eos( ie Na Fan}. 


Hieraus folgt für die Grenzfläche, also für r,=r, und r,=r, bei Beachtung 
der für die Grenzfläche geltenden Beziehungen 
ir r, sin %, 
W=:W, W=. = WW 
. ' ra ra sınWy, 


und mit Rücksicht auf (50.): 


/608\ W— sin(w,—wı) yır 3 sin 2w, 
\ Ei 


"std W= sin(w.+w.) W. 


Es ergeben sich also die gleichen Formeln wie aus (50.) und (48.). 








ar u 


(61:\ 
(61°.) 


(61%) 
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Für parallel einfallende Wellenstrahlen, d.h, wenn das Erschütte- 
rungscentrum 0, für die einfallende Welle und infolge dessen auch die Er- 
Welle 


unendlich fern vom reflectirenden Flächenelement liegen, kann r, = r 


schütterungscentra O0, und 0, für die refleetirte und gebrochene 
und 


r,=r, gesetzt werden. Dann gehen aus (60.) die einfacheren Formeln 





hervor: 
WW = Meinl )2n, 
(60°) W. = eötsin( 7 )2 
W, = € = sin(7 - 7)2n. 


Nur für Liehtwellen, für welche die Wellenlängen / und 7 gegen r,—r, und 
r,—r, im allgemeinen unendlich klein sind, ist die Herleitung der Formeln 
(60”.) aus (60.) nicht gestattet. 


Formeln (60°) sowohl für parallel als für divergirend einfallendes Licht 


Es werden sich aber in $ 10 die gleichen 


(r 
Le) 
ergeben. 


Würde man in (58.) von den vier Constanten A,,, ent- 
weder A,, oder B,, 
(60°.) ein Werthsystem erhalten sein, für welches sich die Amplituden um- 
gekehrt proportional der zweiten Potenz der Entfernung ergeben hätten. 


Sie würden umgekehrt proportional höheren Potenzen der Entfernung ge- 


AR 


gelassen haben, so würde anstatt 


(129 


nieht verschwinden 


worden sein, wenn in (47.) n=3, 5, T. ... gesetzt worden wäre. 


$ 8. 
Torsionsschwingungen senkrecht zur Einfallsebene. 


Es ist nach (43".) zu zeigen, dass der Ausdruck 


)?n 
den Bedingungen (45°.) sowie der Gleichung der lebendigen Kraft (42. 
Hier ist 


Bi r, 
r, l 


Die Bedingung der Gleichung der Verrückungen ergiebt zunächst wieder 
die Beziehungen (49.) und r,=r,, also wegen (40.) w, =2R—w,. 


in 
sine — — — 
Ki 


(61.) v= 


r 


genügt. 


IN. ' Br p EN; " FR 4. 
)2r, V.= sin(-, - 7 )2n, V,= sin — 


P T J Er. 1 r, b 1 r; l 


Dann 


t 
T / 





94. 
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seht die Bedingung der Gleichheit der Verrückungen und die Gleichung 
der lebendigen Kraft, wo die in (51.) gewonnene Beziehung ge =e' ein- 
geführt werden soll, über in 


A,+A, un en A, 
d 
de ee Too: 2 
AB, Be ey l ne d° 
rn cosw, 


Aus beiden Gleichungen folgt durch Division wegen (49.) 
an ch 
coSsW, 


(62.) A,—A, = 


 & 


Hieraus und aus der ersten Gleichung, welche durch (49.) und (40.) ge- 
schrieben werden kann 





_ sim. 
4,+4, = sin, Aus 
folgt 
[4 = unaun 4e 
(63.) ar je 2sinw„cos w 
er DE _ .;_ FESBSEUENEEE  _ 
A, = (A,+A,) sinw, sin(w, tw.) sin(w,—y,) 


Dies sind die Fresnelschen Formeln bis auf das Vorzeichen von A,, 
welches die bekannte Erklärung findet. 
Es ist noch zu zeigen, dass das obige Werthsystem (61.) auch der 
Bedingung der Gleichheit der elastischen Druckkräfte genügt. Zunächst folgt 
dV V A2n 


Ar nl) Man (HH) 


dr r 
Dieser Ausdruck kann geschrieben werden 


r 


Plan Long 22h in) 


Da der Klammerausdruck infolge der Beziehungen r,=r, und (49.), welche 
sich für die Grenzfläche ergeben haben, in dieser sowohl für die einfallende 
als für die reflectirte und gebrochene Welle denselben Werth annimmt, so 
wird die Bedingung der Gleichheit der elastischen Kräfte in (45”.) erfüllt 
sein, wenn der Gleichung 


75 608%, (A,—A,) = mr cosy,A, 
genügt wird. Diese Gleichung aber geht nach (56.) (für e=e) in (62.) 
über und ist somit erfüllt. 
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Aus (61°.) und (63.) folgt jetzt für die Grenzfläche: 


2a = tg(w.— wa) yv en W 
(63°) Ve y, Vu= Hl, 
s 9. 


Allgemeinere transversale Schwingungen in der Einfallsebene. 


Aus den in (7.) mit (17.) aufgestellten Integralsystemen der Elasti- 
eitätsgleichungen ist ein Integralsystem zu wählen, in welchem für = 0 
nur die sphärische Componente W einer Verrückung einen Werth hat. 
Dieser Bedingung genügt bei passender Wahl der Constanten das Werthsystem 





Ü=(, 
“ee _f dZ\ 
(64.) rteosp dıv e dp )' 
1 \ AN ‚dZ 2 
Bu — E08 Es he Bi 
rcosgp | Ru dg if fi 


welches bei Weglassung eines eonstanten Factors für d9=0, «= m, +0,+,, 
P=Pı+P+Pßs, Y=Yı+73+7, hervorgeht. fund f sind Integrale von (11”.) 
Für % in (64.) setzen wir %, in (19.), also 
(65.) = H,= Ro mt, 


COS 


wo S” hier die von zwei Argumenten abhängige Kugelfunetion ist. Diese 
wird als Integral der Gleichung 
d ds" 1 d’s 


08 - li ee at ee = UV 
er dp r cos’p dıp Fa(a+1)S 








definirt durch 


(66.) S”" = P%(a,sinvw+b,cosvw), 
wo 


Fi (n—-v)(n—v— 1) yInn—v—?2 
p 2(2n— 1) sın p 


(n— v)(n—v—1)(n—v—2)(n—v—3) _. 
a 2, ET, TE 
ist. Mit » wird eine ganze Zahl bezeichnet, so dass O<vr=n ist. Für 
»=1 ist daher v=1, also Pi = cosp zu setzen. Hierfür verschwindet V 
in (64.) nicht. Füra=2 ist v=1 oder v=2, Nur der erste Werth 
entspricht der oben genannten Bedingung. Man erhält 

(66*.) P; = cospsing. 


n— 


P; = cos’ Isin 


Nn-—-? 4 ! 


gl 
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Ebenso würde sich für jeden anderen geraden Werth von » ein passender 
Werth für » finden lassen. Um aber möglichst einfache Formeln zu er- 
halten, setzen wir a=2, zumal da sich die folgende Rechnung im allge- 
meinen Falle in gleicher Weise durchführen liesse, ohne wesentlich andere 
Resultate zu geben. 

Jetzt ist %; in (65.) durch (29) zu ersetzen, woraus in Verbindung 
mit (66.) und (66*.) erhalten wird 
3 = e08spsing (asinw-+ b,cosw)|C,sin(g—mt)+ D,cos(g—mi)). 
Dadurch geht das Integralsystem (64.) zugleich mit Rücksicht auf die Glei- 
ehung (11’.), welcher f und f genügen, sowie mit Rücksicht darauf, dass 
Z durch @, in (21.) zu ersetzen ist, in das folgende über: 
U=0, 


’ wi g | | 
= i sing (a,c08w—b,sinw)(C,sin(g— mt) + D,cos(g— mt)) 
sing ._ b - r 4’ . f B i r \ 

+ cos’ p (a,sinw+b,cosw)(A'sin(g—mt)+ B’eos(g—mt))|. 


W=- (sin’g —608’P) (608 y+b,sinw)(C,sin(g—met)+D;cos(g—mi)) 





2 N ! . r 
eos’ p (a, 608 y—b,siny)(A’sin(g—mt) + B’eos(qg—mt)) 
1 n r N Zi 2 r ! 
7 u ( A" sin(g— mt) + B" cos(g—mt))\ - 


Mit den Buchstaben a, b, A, B sind Constante bezeichnet, welche durch 


Y 


die Grenzbedingungen zu bestimmen sind. ©, und D, sind nach (28.) zu 
ersetzen und zwar möge B, = sein; es ist also 
(61*.) C,= A, Yı(q). D, = A, Y.(q). 

Bevor dem Integralsysteme dadurch eine einfachere Form gegeben 
werde, dass 9 =0 gesetzt wird, ist auf die Grenzbedingungen kücksicht 
zu nehmen. 

In den Ausdrücken (36’.) für die in der Normale des refleetirenden 
Flächenelements wirkenden Krafteomponenten treten von den sphärischen 
Uomponenten (34.) N,, N;, T,, T,, T; auf. Und von diesen verschwinden 
für das obige Integralsystem (67.) und für d9=0 nur die folgenden nicht, 
wenn = (0 gesetzt wird: 

2u dW dw m 


N, _— a T, se u 
rc dw i 


\ dr r 
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Daher gehen die Formeln (36’.) über in 


di dw W rn IW 
A, sind ( EIN WE 
dr 7  r dw 
’ IW W RE iW ür 
(68.) Y,„= cos2yu(- in Yan ae, | u 
dr 4 r dw 
2. = 0. 








Diese Ausdrücke sowie diejenigen (67.) sind in die Bedingungen 
(31°.) und (31°.) einzutragen. In dem Integralsystem (67.) setzen wir jetzt 
p=0. Dann lässt sich dasselbe in der einfacheren Form 
U=-0, 


(69.) V = 0, 





| 
a [ LM \sin/a._ ıif/Ru vg 
"= - (Au+ &)sin(g—mt)+(B,+ D,)cos(g—mt)), 


schreiben, wenn die von y abhängigen Factoren mit A,. B, und A, ver- 
bunden gedacht werden. Und man kann setzen 


70x) | A, = a+a,sinw-+ a,cosv, 
7 zü \ 

1 | B, = b+b,sinw--b,cosw: 
(70°.) A, = $inWw+ a,cosw 


mit den Constanten a, a, @,. a, b, b,, b,. 
Für den Ausdruck von W in (69.) ergiebt sich mit Rücksicht auf 
(67°.) und (26.) 
(71.) "= : ‚Hsin(g—mt)+H cos(g— mi). 
wo gesetzt ist 
H = A+(1-—)4A,, 


Ar.) \ 
H' = Bo+ A, 





q hat die frühere Bedeutung in (20.). 
Für die einfallende, reflectirte und gebrochene Welle unterscheiden 
wir die Ausdrücke (71.) wie früher. Wir setzen also 





y 1 . \ ! 4 . 
W = — |H.sin(g. —mt)+H, cos(g,—mt)|, 
1 | | 
(72.) Ww, = —— |H,sin(g,—mt)+H/eos(g,—mt)|, 
1 . 
W, = ve IH ,sin(g,— mt) + H,cos(g,—mf)!. 
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Durch (69.) und (72.) ergeben die Grenzbedingungen (45°.), 
welche die Gleichheit der Verrückungen ausdrücken, wie in $ 7 zunächst 
die Beziehungen (49,): 


und dann die folgenden Beziehungen 


(H,=eH, H,;=eH,; 


7 


IH,=®H, H,=®Hh). 


=] 
a. 
ww 
u 


Die letzteren gehen aus (50.) beim Vergleich von (48.) mit (72.) dadurch 
hervor, dass E, E, R, R', D, D' ersetzt werden der Reihe nach durch 


H H; H, H, H, H' 


0, ——, und mit Rücksicht darauf, dass 
} Re d d 


rn sin, 
r.,=r, und = ——— 
r, sin, 


ist. & und & haben dieselbe Bedeutung wie in (53.). Demnach liefern 
die Formeln (72.) in Verbindung mit (73.) den Fresnelschen Ausdruck für 
die Amplitude der reflectirten Welle und den Kirchhoffschen für die der 
gebrochenen Welle. 

Dass die Gleichung der lebendigen Kraft durch (72.) in Verbindung 
mit (73.) erfüllt ist, folgt in gleicher Weise wie im $ 7 mit der gleichen 
Nothwendigkeit der Beziehung e =". 

In (73.) sind vier Gleichungen zur Bestimmung der in (67.) ein- 
veführten Constanten aufgestellt. Weitere Gleichungen liefern die Bedin- 


> 


sungen der Gleichheit der elastischen Druckkräfte. 


$ 10. 
Fortsetzung. Die Bedingungen der Gleichheit der elastischen Druckkräfte. 
Einfachste Ausdrücke für Schwingungen parallel zur Einfallsebene. 
Q s .- a; ; W 
Nach (68.) handelt es sich zunächst um den Ausdruck für ce ri 
Wir setzen 


3 


ER dw W Bu 2.2. 788 
(74. — = (Ssin(g—mt)+S'cos(g—mt)) 


dr r 





u 


ü 





und erhalten aus (71.) und (71°.) 


(74°) 





Und die Bedingungen der Gleichheit der elastischen 


vw. = 2R-w, 


sowie auf die aus (56.), (51.) und (49.) hervorgehende Gleichung 


! 


(74°.) nm 


r ni 
über in: 
dH 


dıw 


[| —sin2y,(8,— 8,)+ 2sin’ w,( 


dH! 


—sin2y,(8,—S,)+2sinw, ( dw, 


Er 
=] 
DL 

ws 


dH, 


— 082, (8,+5,)+sin2w,(-,, 
au) 


— 6082 w,(S,+8,)+ sin2 W. \ dw 





v,, w,, w, sind die für das refleetirende Flächenelement geltenden Werthe 


von %w,, W,, %. Wie w bezieht sich im Folgenden auch g auf die Grenz- 


fläche, während sich gq,, q,, q., entsprechend dem Gebrauch der Indices e, 
r, d auf die drei Wellen beziehen sollen. 

In (69.) sind mehr Constanten eingeführt, als zur Erfüllung der 
acht Gleichangen (73.) und (75.) erforderlich sind. 
passende Verfügung über die Constanten zwei verschiedene Werthsysteme 
(72.) erhalten. 


/ dH! 
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|S = -24-4B+(-5+ 5) A., 


q’ / 
s' = qAu—2B, + (g- 7 ) A. 


dH 
dw, ) ' 


= —sin2w,S,+2sin’y 


dH 4 \ 


dw, /Y 


— —sin2w,S',-+2sin’w 


dH, N 
dw, Jv-w 


— — 082 vw,S,+sin2 w 


dH, \ 
dın zZ* = Y 


— — e082v,S,+sin2v 


41* 


Druckkräfte 


(31°, 
gehen durch (68.) und (74.) und mit Rücksicht auf die Beziehung (41. 


dH 
dıy 


dH 
dw 


dH 


dw 


dH 


dw; 


Wir werden daraus dureh 
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Wir setzen erstens: 


9°.) A» — 
d.h. A, = A, = A,,=0 und ferner 
u‘ dA, | 
(75°.) B,.=d. —N(, 
dw, 


so dass nach (71*.) bei Weglassung des Index 0 der Constanten A und 
5 erhalten wird: 


5 (H,=A, H-0 
ib. 








er Hass aA ee 
und für die Grenzfläche nach (73.) und (76.) 
sen. N | A, = EA, A; 2 EA, 
Üünp 
| B, Be ), B,; ze (). 
so wie nach (74°) und durch (76*.) 
pbN | S, = —2A, S, = —2:2A, S,=-2:A, 
(«6'.) 2 5 => h | 
| Ss == qA, , DI. = gEeA,, S, — ge A. 
Wird noch zur Abkürzung 
a dA, } n dB, j 
1 — A|, | | ._ =B, 
(176 \ L dıp, YVr—=Yr dw, iD, ı, 
16 
: dA. ‚ [dB, F 
za A,; ren -— B, 
B dıy,, JWwan wu : dw, u RE wg 





gesetzt, so gehen die Gleichungen (75.) in folgende über: 
sin’w, A,— sin’w,A, = -|1-esin2w—esin2y,|A,, 


2sin’w,B,—2sin’v,B, = qg\i(l-e)sin2w,—e'sin2y,|A,, 


\ 


sin 2, A,+sin2w,A, = 2|(l+e)cos2w,—e' cos2w,} A,, 
sin2w,B.+sin2w,B, = —q/(1+ €) 082 w,—e'c0s2, A, 
Aus diesen Gleichungen folgt mit Rücksicht auf die Werthe (53.) für & 
und €, in denen vw durch w zu ersetzen ist, 
| A,=0a,A,, = e,4, 
ak | B,= —g«a,A,, B,=—-g0.4,; 
wo zur Abkürzung geschrieben ist 


4 
cosw,cos(W, + Wa) 


ic o,=4ectgyw,, 0,=—4e 
sınW, 


S 


( 
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A, und B 
schrieben. Nach (70°.) ist daher, wenn a, = b,= (0 angenommen wird, 


A, und B, waren für A, und B,, A,, und B,, & 


m 


2 r, 


A,=a,+ta,sinv,, A,=a,+ta,sinw,, 


(78.) 


| B, —— b,-+b,, sin V.; B, — b,-+ b,,sin WW; 


und zur Bestimmung der acht Constanten a,, a,, b,, bus Gy, Ay, Di, 5b 


r > 
dienen die acht Gleichungen (76°.) und (77.) mit Rücksicht auf (76°.). 
So erhält man für die gesuchten Verrückungen der drei Wellen durch 


(78.), (76.) und (72.): 





"a r, EN 
W = sin( A 
| r, l T / 
Aa. .. sin, — sin, zn I 
W. = (gt. | f sın\ nn )2n 
’ N | \ı T / 
r, cos, : 
siny, — sin, /r EN } 
{7 a \ ._ N inc! r \*+) 
(I 1 Cos| — Jin. 
“a J / cosıh Eu T / \ 
W A. |, sinw.—sinW; . fra EN\g 
— e tra, sin| — — —. )2n 
d — 
"a CcosWa I T - 
sinw,— sinwW, r, ! N 
- ga, — u — —)2n) 
COSsW 7 NL I , 


Fiir das Grenzflächenelement ergiebt sich aus (78°) bei Weglassung der 
Striche über den Buchstaben: 





| “ .. 
W = —_sinl - It 
- sil er: 7 )e 
= 7 a r EN 
i ( 7 € 1 [ \; 
19. W. = sin — — IEER- 
) 7 r, 8 / T J 
rn", r,; l 
W, = —- sin ( =, 
d r, !' T ) 


x 


und hieraus mit Rücksicht auf die Werthe (53. 
(49.) und (40.) 


DZ 


für e und e sowie ant 


0a \ sin(W,— Wa) 7 sin2w r 
( 9a V—— rn Pa — 
Br): WM, en) Sn N 


sin(w,-+ %,) 
also der Fresnelsche Werth für die Componente der refleetirten und der 


l 


e> 


F. Neumannsche Werth für die der gebrochenen Welle. 
Das Werthsystem (79.) ist identisch mit demjenigen (60°.), nur ist 
die Constante A,, in (60”.) durch A, in (79.) ersetzt. 
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8 11. 
Zweites Werthsystem für Schwingungen parallel zur Einfallsebene, 

Eine zweite Möglichkeit über die Constanten in (71‘.) passend zu 
verfügen ist die, dass man setzt 
0, Get, et, 
Der Index 0 in A, und B, möge jetzt weggelassen und A, durch @(w) 
ersetzt werden, so dass man nach (70°,) schreiben kann 

(80°.) A,G(y,) = g;8inw;+ g;cosw, 

mit den Constanten g; und g;, wo i durch e, r, d zu ersetzen ist. 

Somit erhält man nach (71°.) für die drei Wellen 


(S0.) Au.+tAÄ:, u V, B\ . v, 


‚Oo > Y r 3 Y 
(81.) H=- (; G,(Ww,), H, = z G,(y,), 
3 I 3 
H, = A, +(1- ,)6,@,), H,=B,+ LAU?) 


- 


(81°.) 





B) Er 3 
H,= A+(I-)Gw, Hi= B+ - GW) 


mit den acht zu bestimmenden Constanten A,, B,, A, B.» 9%> 9» 9a» a: 
Die ersten vier dieser Constanten ergeben sich nach den Bedingungs- 
gleichungen (73.) in folgender Weise: 


A, = -—6,@)-(1- )6,@), 
e | 
D: “ Ww)- 6,.W,), 
82) 7 , 
\ 3E u 3 y \ 
r E G,Ww)— (1- DLACD! 
q“ q 
B,= 6.W)-30W). 
q q 





Hier ist berücksichtigt, dass für die Grenzfläche g,= 9, = q. Ist. Der ge- 
meinsame Werth ist wie vorher mit q bezeichnet. Ebenso haben w,, WW, 
die frühere Bedeutung. 

Um die Oonstanten g,, 9, 9, 9. durch die Gleichungen (75.) zu 
bestimmen, haben wir zunächst nach (74°) S und S’ für die drei Wellen 
zu bilden. Zuerst ergeben sich $S, und $,, wenn wir nach (80.) und (80°.) 


ro 


83°.) 
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DD 
=] 


A,„=—A,= -G,(w)) und B,=0 setzen; also 


(83°.) s,=(-3+ 7 )6,w), = -6,W). 
3 /efeh D Te, 
Ferner folgt aus (74°.): 
“ Re} FR 
S, — — 2A, 4, B, +(-5+ gr )@, Wr) 


(83°.) 1? 
5. = ,4,—2B,+(4,-—-)G,@,). 


/ 





S, und S,, ergeben sich hieraus, wenn der Index r durch d ersetzt wird. 
Für das reflectirende Flächenelement, für welches S und S’ zu 

bilden sind, ergeben sich aus (83°) und (83”.) zugleich mit Rücksicht auf 

die für A,, B,, A,, B, erhaltenen Werthe (82.) die folgenden Ausdrücke 


7 


IE N 
S == (-3+ (7 (y r 
gq? J re, 
12 
N) gan =. G,(w,) 
y 
, ‚be Bi, 
Ss. = (_3:+ | )G (w,) Gly 
(85°, r A 
(« « ) Os R ' 
N = [U — (G ı 
q 4 
. ‘ ww he’ y v/ \ 6 Y f 
S, — [8 -— @ w,)— (7 (Ww,). 
g’ / 3 gq’ 
Og' SR. > 
S, = — G,(w,)— — @,(y 
q 7 





Ferner folgt aus (81.) und (81°.) mit Rücksicht auf (80.): 


dH, 3 d&G.(W.) dH, (1 3 \ dG,(w,) dH: _ (1 IN dG.(w 
1990 dw, er q; dv. ’ dr \ Br te N q; dv 
a ) dH! 3 d&G,(w.) dH! 53 d&G,.(w,) dH; 3 dG,(w 

dv, q dw, dv, g dıy db gi dw 





Wir bilden diese Ausdrücke für die Grenzfläche und setzen zur Abkürzung 


| dG,(W;) | (4 N 
— T; I} 
wi \ 


(83°.) dıy, Fr 277 ‚ 


und beachten, dass für die Grenzfläche q,=g,=9.=g ist, dann gehen die 
Grenzbedingungen (75.) durch (83°) und (83°) über in Gleiehungen, die 
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sich zunächst in folgender Form schreiben lassen: 


2k sin2w,@,(w,)+sin2y,@G,(w.))+2(1—k)|sin’w,@,(y,)— sin’ w,@,(y,)! 
= |(2k(2—2)—3(1-e))sin2w,+ (3—2%)e sin2w,!@,(w,)+2ksin’w,@'(: 
sin2w,G,(y,)+sin2y,G,(@p,)—2|jsin’w,@,(w,)—sin’w,@,(w,)\ 
—= |(4—3e) sin2y,—3e'sin 2y.@.(w,)+2sin’w,@,(w,), \ 
2k\cos2w,@,(w,) — 6082y,G,(w,)|+ (1—k)|sin 2y,@,(y,)+sin2y,@,(w,)| 
— ((3(1+89)—2k(2+8))co82y,—(3—2k)e' cos2y,@,(w,)— ksin2w,@G\(u 
0821, G,(w,) — 6082w,@,(w,)— |sin2w,@.(w,)+sin2w,@;(y,)) 
— —(4+38)cos2y,— 38 c082y,|@,(w,)—sin2w,@'(p,), 


(54. ) 





wo zur Abkürzung geschrieben ist 


+) 
e) 


(84'.) k= 


2 


q 
Die Gleichungen (84.) dienen zur Bestimmung der vier in @, und 
G, enthaltenen Uonstanten; sie lassen sich aber in einfacherer Form schrei- 
ben. Multiplieirt man nämlich die zweite und vierte Gleichung einmal 
mit I—A, dann mit —2%k und addirt die so entstehenden Gleichungen zur 
ersten resp. dritten Gleichung, so entstehen zugleich mit Rücksicht darauf, 
dass nach (53.) € = 1+-e ist, die folgenden vier Gleichungen: 


(1+%) \sin2w,@,(w,)+sin2y,@,(w,)\ 
= (ek+1)sin2y,+eksin2w,|@,(w,)+2sin’w,@(w,), 
(1+ k)|2sin’w,G.(w,)— 2sin’w,@',@v,)) 
— (3+4h)|(e—1)sin2w,+e'sin2,}@,(w,)—2ksin’w,@'(y,), 
(1+k)|eos2w,G,(w,)— co82w,@,(w,)! 
— \(ek—1)eos2w,—e'kcos2y,!@,(w,) -sin2w,@'(y,), 
(1+ 1) |sin?w, @.(y,)-+sin2w,@,(@p,)! 
— (3+4K4)|(e+1)cos2y,— €'C082%,;@,(y,)+ ksin2w,G@(w,). 
Aus der ersten und dritten dieser Gleichungen folgen leicht die 
Werthe für @,(@r,) und @,(y,), aus der zweiten und vierten diejenigen für 


G'(w,) und G;(w,). Aus diesen Werthen ergeben sich die Constanten 
9, 9.> 9a, 9. in (80°). Man erhält 
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9, =  (a,siny, — B,C08Ww,)g.sinw,, 

(85,) g. = —-(a,cosw,+ ß,sinw,)g,sinw,, 
9: =  (e,sinw,-+ P,c08 v,)g.siny,, 
ge (0 ,cosw,— ,sinw,) g,sinw,; 


wo zur Abkürzung gesetzt ist: 





2sin 2, —y.)—- sin2w,— 2ksin(w,— W.)cos(W,-+ W.) 
1+ksin2(w,-+ 1%.) 
a _ ir 3k) cosw,sin(ıy, r ıW) 


BP, = f P- Ä . 
(85°) (1+k)sinw,sin (w, +.) 
“re 2sin 4w,+ sin2w,-+4k sin w.„cosw,cos(w,+ W.) 
ee en a ur: gg . EEE . 
(1+k)sin2(w,+W.) 
Fe 08 w,6sin (w,— w.)cos(y.-+Ww.)+ k(dsin 2y,—4sin 2)! 
- R u; 





(1-+k)siny, sin(w,+ W,) 
und wo zur Vereinfachung in (80%) g, = 0, also gesetzt ist 
(85”.) G,(y,) = g,sinwy,. 
Durch (85.) ergiebt sich jetzt aus (80*.) 


‚a | Ha) = -Jeostp. + wa, +sin@p + w)ß,|gesiny., 
\ , Ah 2 
| G,lw,) = cos(y,— Ww,)a.+8sin(@w,— w.)P.ag.simW,. 


Hier werde nun für das Grenzelement w,= w, w,= w, =2R-w,, 
y‚=w, gesetzt, und die Striche über w mögen der einfacheren Schreibweise 
wegen weggelassen werden; so entstehen aus (86.) die Formeln: 


(86*.) G,(W,) 12% 0,9, sin 2 5) GW = 0 9: sin V, , 
Aus (81.), (81°.), (82.) und (86*.) ergiebt sich nun 
3 . 
H = -— 9 sin w,, 
H, = = g,sinw,; 
H = Penn +( Ye 'g,sinw,, 
. ag 4 
(87.) 2 2) “> 
H, = —- -(=—- \o,'g,siny,; 
t gq ( q .) (I er 
ri 3 3 
. H. = !-— + — —- \a,!g,sinv,, 
Dr“ (7 1) iii 
BE’ 3 3: 
H, = | _ u )%a 9, sın w,. 
q q Ya 
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Aus (87.) und (72.) sind schliesslich die gesuchten Formeln zu bilden. 
Aber die Ausdrücke (87.) gestatten noch eine Vereinfachung. , hat für 
den ganzen durch das Erschütterungscentrum O, und das reflectirende Flächen- 
element festgelegten einfallenden Strahl einen constanten Werth; daher kann 


(87°,) 39,8inw, = const. = A 
gesetzt werden. Jetzt ergiebt sich aus (87.) und (72.) 
y A l 
ARE HER UN Lo Be: Leon k)2al, 
, A & 1 er 2 © t 
tt AU FF Sn ee: 
W, = | n; +( rer 7)@, ]sin( F)2r 


er Heli 


A 3 
let a) ea]sin(T a 





€ 1 1 
re ern -) | cos — F)2R} 
q q 4a T 
. . .. ur r 
Hier ist q zur Abkürzung für 7 27 gesetzt; q., 4, a gehen aus g hervor 


ürr=r, =r, =r, 9 bezeichnet den für das Grenzelement geltenden, 
für alle drei Wellen gleichen Werth von g. 

Bei Anwendung auf Lichtwellen oder allgemeiner auf Wellen, bei 
welchen die Wellenlänge / gegen r verschwindend klein ist, lassen sich 
die Formeln (88.) noch weiter vereinfachen. Für solche Wellen ist g 


q 
heit zu vernachlässigen. Daher geht (88.) in diesem Falle über in das 


toleende Werthsystem: 


r 1 1 . a 
eine sehr grosse Zahl also — gegen — und k in (84°) gegen die Ein- 
4 





W. = + ae 
89. „= En E: 7 —1) Je | c0s(, + 727, 
‚ A ı Ga d 
W, = u je re Ä NE —1)e,, cos( en -)22, 
) jetzt 


_ 2sin2(w—Wa)—sin2Wa 

1 sin2(w,+ 1%.) 
2sindwy,+sin 2, 

sin2(w.+%a) 


89%‘ 
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Für das refleetirende Flächenelement ist nochr=r, also q,=g, und 


44 = 9. zu setzen, und schreiben wir den constanten Werth 


A— = 6, 


> 


so ergeben sich die einfachen Formeln 


Ü r { 
> OS ER )7 
W 3 cos )2n, 
Ü r, IN 

(90.) W, = e—-e0s(7-- 7)2n, 

! C ri N 
Br RE uno SEE )- 
W,=®e 3 cos( ’ 5) 27. 





Für das refleetirende Flächenelement ergiebt sich daher 


Ww.=- sin (W,— W%,) wi wi sin2w, 1% 


sin (W,+ Wu) , sin(w,+W,) 


also die Fresnelsche Beziehung zwischen den Amplituden der retlectirten 
und einfallenden Welle und die F. Neumannsche Beziehung zwischen den 
Amplituden der gebrochenen und einfallenden Welle. 


Es haben sich als einfachste Formeln, welehe zur Darstellung der 


Lichtschwingungen geeignet sind, ergeben die Formeln (61°.) in Verbindung 
mit (63.) und die Formeln (79.). Den letzteren identische und für das 
Grenzelement allgemein gültige Formeln wurden vorher in (60".) erhalten. 
Die Formeln (61°.) stellen Schwingungen senkrecht zur Einfallsebene, die 
Formeln (79.) Schwingungen parallel zur Einfallsebene dar. Sowohl die 
ersteren als auch die letzteren sind ebenso einfach und identisch mit den 
bekannten Formeln für ebene Schwingungen, nur dass die Entfernungen 
von den Erschütterungscentren in den Nennern der Amplituden erscheinen, 
so dass die Lichtintensität umgekehrt proportional der Entfernung wird. 
In beiden Fällen ergeben die Formeln die Fresnelschen Ausdrücke für die 
Amplituden der refleetirten Wellen und die F. Neumannschen für die Ampli- 
tuden der gebrochenen Wellen. 

Ausser in (79.) haben sich zur Darstellung von Lichtschwingungen 
parallel zur Einfallsebene noch geeignete Formeln in (90.) ergeben. Aber 
die Amplituden enthalten hier das Quadrat der Entfernung vom Erschütterungs- 
42* 
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centrum im Nenner, so dass die Intensität der Schwingungen umgekehrt 
proportional der vierten Potenz der Entfernung erscheint. Ebenso würde 
man, wenn man die Formeln (67.) für beliebige gerade » weiter entwickelt 
hätte, zu passenden Formeln gelangt sein, in welchen die Amplituden den 


x 1 N s . 
Factor —; enthalten hätten, wo k eine ganze Zahl ist. 


Auch für Schwingungen senkrecht zur Einfallsebene würden sich 
aus (67.) für ungerade » Formeln ergeben, in welchen sich die Amplituden 
umgekehrt proportional höheren Potenzen von r verhielten, 


Hamburg, im Februar 1896. 





Ueber die Fundamentaltheiler algebraischer 
Gattungsbereiche. 


(Von Herrn Kurt Hensel.) 


Den folgenden Untersuchungen lege ich einen natürlichen Ratio- 
nalitätsbereich (W, WR, ..., N”), d.h. die Gesammtheit aller rationalen Fune- 
tionen der » Variablen W, R’, ..., RC mit ganzzahligen Coefficienten 
zu Grunde. Man kann auch von der Bedingung absehen, dass die Coeffi- 
cienten ganze oder, was offenbar dasselbe besagt, rationale Zahlen sein 
sollen, und den Bereich aller rationalen Functionen jener Variablen mit be- 
liebigen Zahlencoeffieienten betrachten: die hier abgeleiteten Resultate be- 
ziehen sich gleichmässig auf beide Arten von Rationalitätsbereichen. 

Jede Grösse M des Bereiches (W, R, ..., N’) lässt sich bekanntlich 
auf eine und nur auf eine Art in ein Product von Primfactoren, d. h. von 
solchen Grössen zerlegen, welche ihrerseits nicht weiter innerhalb desselben 
Bereiches zerfällt werden können. 

Es sei nun x eine algebraische Funetion von (NR, NR, ..., N”), d.h. 
es genüge x einer irreductiblen Gleichung des »ten Grades 

(1.) 2" +A,2""+..-+A, = (0, 
deren Coefficienten dem Rationalitätsbereiche (®R', ..., N’) angehören. Be- 
trachtet man dann alle rationalen Functionen von (2; W, ..., N’), so bilden 
diese wiederum einen in sich abgeschlossenen Bereich, welcher der durch 
die Gleichung (1.) constituirte Gattungsbereich oder Körper genannt und 
durch &(z) bezeichnet wird. Sind 
ae En 
die » conjugirten Wurzeln jener Gleichung, so werden durch sie die » con- 
jugirten Gattungsbereiche 
Ska.)  Sla), =. 0, &l,) 


eonstituirt. 
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Jede Grösse A, des Bereiches G(z,) genügt mit ihren » conjugirten 

Grössen A,, ..., X, einer Gleichung des »ten Grades 
(2.) X"+B.X""+..+B, =, 

deren Üoeffieienten wiederum rationale Grössen des Bereiches (W,..., N) 
sind. Sind jene Coeffieienten sämmtlich ganz, so heisst X eine ganze al- 
sebraische Function des Bereiches &(x). Die ganzen algebraischen Func- 
tionen der Grössen N, WR, ..., N? sind aueh dadurch ceharakterisirt, dass 
sie für kein endliches Werthsystem von (M,RT,..., NR) unendlich gross 
werden können. 

Alle Grössen des Bereiches &(z) können durch » rational unab- 
hängige unter ihnen, z. B. durch die » Potenzen 1, x, ®°, ..., «"' in der 


N 
Form: 

(8: X = uwtac+-+u,_,c”" 
so dargestellt werden, dass «,, %,, ..., a, _, rational sind, d. h. dem Bereiche 
I...) angehören. Bei dieser Darstellung sind aber die ganzen 


mit den gebrochenen algebraischen Grössen des Bereiches ®(x) im all- 
vemeinen vermischt, man kann nämlich einer in der Form (3.) dargestellten 
(srösse nicht ansehen, ob ihre Gleichung (2.) nur ganze, oder ob sie auch 
eebrochene Üoeffieienten besitzt. 

Da nun die Untersuchung aller Grössen von (x) die Erforschung 
aller ganzen (Grössen zur nothwendigen Voraussetzung hat, so ist die 
Aufgabe eine für alle ganzen Grössen und nur für diese gültige Darstellungs- 
form zu finden von grundlegender Bedeutung für die Algebra geworden. 
Diese Aufgabe ist in ihrer ganzen Allgemeinheit zuerst von Leopold Kron- 
ecker gestellt und gelöst worden. Er hat gezeigt, dass man aus dem Be- 
reiche ®(z) eine Anzahl von ganzen Grössen 

(4.) CHAT SL TEETTETHRREN  >ı7, 
so herausgreifen kann, dass alle ganzen Grössen und nur sie in der Form 
vo = we) +2? +--+u,c” 
mit ganzen rationalen Coefficienten dargestellt sind. Ein solches System 
heisst ein Fundamentalsystem tür den Bereich ®(x). Die Anzahl m seiner 
Klemente kann grösser sein, als die Ordnung » von ®(x); alsdann sind 
©, ...,. 2 zwar nicht rational unabhängig, aber man kann dann nicht eine 
jener (Grössen dureh die übrigen homogen und: linear mit ganzen, sondern 
nur mit gebrochenen rationalen Coeffieienten darstellen. Ersetzt man in den 
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Grössen (4.) x der Reihe nach durch x. &;. .... x,, so erhält man n 
conjugirte Systeme: 
(ı) 


(? lm 
k “ I; n . D .. Tı . 


Mh 
welche bezw. Fundamentalsysteme für die » conjugirten Gattungsbereiche 


G(z,). ..., ®(x,) sind. Das aus diesen mn Elementen gebildete System 


ar) ız ei) 
U) m ) 
U)N ) « ) 
f er”) dienen 4 ) 1 I 
( 
az r\ ) T ) 


enthält eine Anzahl von quadratischen Systemen »ter Ordnung, welche man 
dadurch erhält, dass man irgend welche m—n seiner Colonnen fortlässt, 
Die Quadrate aller jener Determinanten sind ganze rationale Grössen des 
Bereiches (R,R”,..., RC), welche innerhalb desselben als in ihre Prim- 
factoren zerlegt angenommen werden können. Den grössten gemeinsamen 
Theiler / aller dieser Determinantenquadrate nennt Kronecker die Diseri- 
minante der Gattung S(x) und zeigt, dass ihre genaue Kenntniss für die Er- 
sründung der Natur der Gattungsbereiche von fundamentaler Bedeutung ist. 
Dieser Theiler besteht aus einer ganzen Grösse des Rationalitätsbereiches, 
welche einen jeden Primfaetor so oft enthält, als er in jenen Determinanten- 
quadraten mindestens enthalten ist; ausserdem wird derselbe aber im allgemeinen 
noch sog. Divisorensysteme höherer Ordnung enthalten, welche den Werth- 
systemen entsprechen, welche die von ihrem grössten gemeinsamen Theiler be- 
freiten Determinanten zum Verschwinden bringen. >So haben z. B. die beiden 
Funetionen (R’—2R, AR’—3N) den Theiler W, aber auch noch den Theiler 
zweiter Stufe (W—2, R’—3) gemeinsam, denn jene beiden Funetionen, welche 
nach Beseitigung des gemeinsamen Faectors RN übrig bleiben, verschwinden 
noch, wenn zugleich X = 2, R'"=3 gesetzt werden. Auf die Untersuchung 
dieser Divisoren höherer Stufe soll in dieser Arbeit nicht eingegangen wer- 
den; die Aufstellung der entsprechenden Resultate für diese soll z. Th. in 
einer späteren Abhandlung gegeben werden. 

In einer anderen Arbeit werde ich die sämmtlichen Theiler der 
Gattungsdiseriminante / angeben, hier möge nur das Resultat und einige 
für die Folge wichtigen Bemerkungen über seine Herleitung angefügt werden. 

Eine innerhalb (W,R”,..., NR”) irreduetible ganze Function bleibt 


im allgemeinen innerhalb des Gattungsbereiches G(@, W,..., N’) nicht 
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mehr irreductibel, aber sie kann innerhalb jenes Bereiches auf eine und 
nur eine Weise in ein Product von Primfaetoren zerlegt werden. Fasst 
man die gleichen Primfaetoren zu Potenzen zusammen, so ergiebt sich eine 
Zerlegung 
P = I1°11%...11°, 

wo /1, TI, ..., /], die sämmtlichen von einander verschiedenen Primdivi- 
soren von P bedeuten. Von diesen Divisoren denke ich mir diejenigen zu 


einem Produet vereinigt, welche zu derselben Potenz &, erhoben in P vor- 


kommen; diese Zerlegung 
(5.) P PP! P%...P!" 

werde der folgenden Untersuchung zu Grunde gelegt. Hier sind also alle 
Exponenten d,, d,, ..., d, von einander verschiedene ganze Zahlen, und 
P.P....., P, bestehen aus lauter von einander verschiedenen Primtheilern. 

Es sei allgemein P;, von der Ordnung 4, d. h. das Produet N(P;) aller 
n zu P, conjugirten Theiler sei gleich P. Bildet man dann in der Aequi- 
valenz (5.) auf beiden Seiten die Norm, so folgt: 


P' pi 4 d,, 
77 9 


es besteht also die Gleichung 
(6.) n = k,d,+k,d,+ + Kh,d,. 
Die Ordnung 4, des Divisors P, kann aber noch anders definirt werden: 
Lässt man unter den m Elementen =", ..., x” des Fundamentalsystemes 
von & alle diejenigen fort, welehe modulo P, betrachtet durch die übrigen 
homogen und linear mit ganzen rationalen Coefficienten dargestellt werden 
können, so gelangt man zuletzt zu einem Systeme von Elementen, welche 
modulo P, rational unabhängig sind, und durch welche dann modulo P, be- 
trachtet jede Grösse des Bereiches in der eben angegebenen Weise dar- 
vestellt werden kann. Ein solches System nenne ich ein Fundamentalsystem 
modulo P,, und die andere Bedeutung der Ordnungszahl %, von P, ist die, 
dass m die Anzahl der modulo /, rational unabhängigen ganzen Grössen 
oder die Anzahl der Elemente eines Fundamentalsystemes modulo P, angiebt. 
Ist nun (5.) die Zerlegung von P in die verschiedenen Potenzen 
seiner T'heiler innerhalb &, so besteht der folgende Satz: 
Die Gattungsdiseriminante (WR, ..., RC) ist genau durch die 


Potenz 
p' (A,—1)+A,(d —ı1) +++ 4 k,ld, -1) 
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oder was dasselbe ist, durch die Potenz 
n—k 
von P theilbar, wenn k = k,+:--+#, die Ordnung aller ungleichen 
in P aufgehenden Factoren bedeutet. 

‘ine Ausnahme tritt dann und nur dann ein, wenn die unzerleebar: 
Function P ein Theiler des Productes d,d,...d, der Exponenten von 
P.. -.., P, ist. Dies kann also nur dann der Fall sein, wenn P die Va 
riablen N garnicht enthält, sondern eine reelle Primzahl p ist, und auch 
dann nur in einer sehr kleinen Anzahl ganz specieller Fälle, besonders 
niemals, wenn p grösser ist als die Ordnung » von ©. 

Statt des natürlichen KRationalitätsbereiches (W,R,.... RN”) kann 
man der Untersuchung auch einen Gattungsbereich /' zu Grunde legen. 


en alzebraischen 


0 
oO 


weleher durch alle rationalen Funetionen von einer beliebi 


Y/ yrr 1 


Grösse & und den » Variablen R, RW, ..., N’ gebildet ist; alsdann sind 
als rational alle Grössen von /' und nur diese anzusehen. Genügt dann 
die Grösse x innerhalb dieses Bereiches einer irreduetiblen Gleichung »ten 
(Grades: 

Gr FAIR ER NET ACER, 0, 
deren Coefficienten dem Bereiche /' angehören, so wird dureh alle rationalen 
Funetionen von z, deren Coeffieienten zu /' gehören, wieder ein Gattungs- 


bereich zter Ordnung eonstituirt, und wenn z,. ©, .... x, die » eonjugirten 
Wurzeln der Gleichung (7.) bedeuten, so ergeben sich wieder die » con- 
jugirten Bereiche ®(z,), &(z;), ..., ®(x,). Sind nun wieder 

A u 


n conjugirte Fundamentalsysteme und / die aus den Determinanten der 
Matrix (z”) sich ergebende Diseriminante der Gattung ©, so sind ihre 
Theiler niedrigster oder erster Stufe jetzt Primdivisoren des Rationalitäts- 
bereiches /, und diese können genau ebenso, wie vorher bei dem natür- 
lichen Rationalitätsbereiche (WM, R,..., RN’) bestimmt werden. 

Es sei nämlich jetzt ? ein unzerlegbarer oder Primtheiler erster 
Stufe des Bereiches 7", d. h. ein algebraischer Primtheiler innerhalb 7 
einer irreductiblen rationalen Function P(R,...,R")), dann kann P jetzt 
innerhalb © weiter in seine mehrfachen Theiler zerlegt werden, sodass 

Po PÜıP%:...P 
wird, und P,, P;, .... P, sämmtlich keine «„leiehen Faetoren enthalten, 
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während d,,.... d, von einander verschieden sind. Sind dann A, Ä,,..., A, 
die Ordnungszahlen von P,, P;. ..., P,, so ist P in der Gattungsdiseri- 
minante genau (a—k)-mal enthalten, wenn wieder 

k= k+k,.+-+K, 
die Gesammtordnung der von einander verschiedenen Theiler P,, P;, ..., P, 
von P bedeutet. 

Die Gattungsdiseriminante / ist aber nur eine von » anderen In- 
varianten, auf welche ich bereits in einer früheren Abhandlung hingewiesen 
habe, und deren Bestimmung den Gegenstand dieser Arbeit bildet. Betrachtet 
man nämlich in der aus den » conjugirten Fundamentalsystemen gebildeten 


Matrix 
(1) (2) (m) 


TC, IL, . . * I 
RT he) € Ta > a - 

\ l 2 /mM 

ei a) * * * 2, 


alle Unterdeterminanten einer bestimmten hten Ordnung, so ist ihr grösster 
semeinsamer Theiler D, zwar selbst nicht rational, wohl aber eine gewisse 
sanzzahlige Potenz desselben, jeder solcher Determinantentheiler kann also 
als die Wurzel aus einer ganzen Grösse des hationalitätsbereiches /' von 
SR... N”) dargestellt worden; er besteht also aus einem Produete von 
lauter rationalen Primfaetoren mit positiven rational gebrochenen Exponenten. 
Der Beweis dieses Satzes kann wörtlich ebenso geführt werden, wie ich 
ihn für den Fall s=1,v=1d.h. für die algebraischen Functionen von 
einer einzigen Variablen R in einer früheren Arbeit angegeben habe”). Die 
» so sich ergebenden Determinantentheiler D,, D;,, ..., D, sind also sämmt- 
lich Wurzelfunetionen dieser Art, von denen jeder ein Thheiler der folgenden 
ist. Also sind auch die sog. Elementartheiler jener Matrix 


E, == ur 
ebenfalls ganze Wurzelfunetionen von (8, W, ..., N”) und aus der all- 
xemeinen T'heorie der Systeme geht hervor, dass auch in der Reihe 

TUE PR 


jede Funetion ein Vielfaches der vorhergehenden ist. Da das Quadrat des 


Ueber einen neuen Fundamentalsatz in der Theorie der algebraischen Functionen 
einer Variablen. Dieses Journ. Band 115. S. 254—294. Vel. S. 261. 


OD 


pn 


zo 
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letzten Determinantentheilers D, gleich der vorher betrachteten Gattungs 


diseriminante / ist, so besteht die Gleichung 


Bi... = 4, 
d.h. durch diese Elementartheiler ist die Gattungsdiseriminante eindentig 
bestimmt, jedoch findet das Umgekehrte offenbar keineswegs statt. 

Die Bestimmung dieser Elementartheiler soll nun für einen Gattungs 
bereich & innerhalb eines beliebigen Rationalitätsbereiches /(S,W,.... 
gegeben werden. Das Prineip dieser Herleitung habe ich bereits in einer 
früheren Arbeit benutzt, aber noch nicht auf die Bestimmung jener Elementar- 
theiler angewendet. 


. .) 
N . 


Da die KElementartheiler der Matrix (z|”) sämmtlich Wurzelfunetionen 
des Bereiches 7/' sind, so braucht man nur zu untersuchen, wie oft ein be- 
liebiger irreduetibler Factor P jenes Bereiches der Reihe nach in E,. E....... E 
enthalten ist. Bei dieser Betrachtung kann man aber das System von m 
Elementen durch ein einfacheres ersetzen, dessen Elementenzahl gleich ». 
d.h. gleich der Ordnung der betrachten Gattung ist. Bildet man nämlich 
in der Matrix von mn Elementen (x) alle ihre Determinanten »ter Ord- 
nung, so sind ihre Quadrate ganz und rational, sie selbst also (@Quadrat- 
wurzeln aus ganzen Grössen von /'; unter ihnen greife ich die oder, falls 
es mehrere sein sollten, eine von den Determinanten »ter Ordnung heraus. 
welche den Primfactor P in der niedrigsten Potenz enthält, und setze die 
Bezeichnung von vorn herein als so gewählt voraus, dass dieses die erste 
Determinante jener Matrix, also die aus den Elementen 


ee 


und ihren conjugirten gebildete Determinante ist. Dann ist jenes Svstem 


(2, ..., 2”) dem ganzen Systeme (zi”) in der Weise äquivalent, dass ihre 
Elementartheiler. soweit sie’ Potenzen dieses Primfaetors P sind. iüberein- 
stimmen. 


In der That ist jenes specielle System ein Theilsystem von dem 


ganzen Fundamentalsystem und daher sind seine Elementartheiler E)..... E' 
nach einem, bekannten Satze*) Vielfache der Elementartheiler E,. .... E 


*) Vgl. meine Arbeit: Ueber die Elementartheiler componirter Systeme: dieses 
Journal Bd. 114 S. 109—115. 


45* 
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des ganzen Fundamentalsystemes. Andererseits enthält aber ihr Produet 
E,...E,= D,; genau die gleiche Potenz von P wie das Produet D,=E....E, 
und hieraus folgt, dass allgemein E,=E, sein muss. 

Ein solches System (x, ..., 2”) soll ein Fundamentalsystem modulo P 
genannt werden. Die Berechtigung dieser Benennung ergiebt sich aus dem 
folgenden Satze: 

Ist (@'’,..., 2”) ein Fundamentalsystem modulo P für den 
(rattungsbereieh ®(z), so kann jede ganze Grösse X auf eine und 
nur eine Weise in der Form 

A = a! +2) +. +u,c”) 


mit modulo P ganzen, d.h. mit solehen rationalen Coefficienten 
dargestellt werden, welche P nieht im Nenner enthalten. 
Da nämlich die Determinante des Systemes (z},..., 2”) von Null 
sanze Grösse X von & auf eine 


verschieden ist, so kann eine beliebige & 
und nur eine Weise in der obigen Form mit rationalen Coeffiecienten «, dar- 
vestellt werden. Enthielte nun auch nur ein Üoefficient etwa x, den Factor 
P im Nenner, ohne dass er sich forthebt, so würde die Determinante des 
Systemes (A, 2”, ..., 2”), welche offenbar gleich a,|x2}”,..., «”| ist, ? 
mindestens einmal weniger oft enthalten als die des Systemes (=, ..., x{”) 
was der über dieses gemachten Voraussetzung widerstreitet. Die Elemente 
(a, ..., 2) eines Fundamentalsystemes modulo P sind somit für diesen 
Modul in der Weise rational unabhängig, dass eine Uongruenz mit ganzen 
rationalen Uoeffieienten 

ua’ +... +u,2” = 0 (mod.P) 


dann und nur dann erfüllt ist, wenn alle Coeffieienten durch / theilbar sind, 
und umgekehrt erkennt man leicht, dass jedes System von » modulo P 
rational unabhängigen ganzen Grössen "ein Fundamentalsystem für P ist, 
denn dann kann jede ganze Grösse X durch seine Elemente homogen und 
linear mit modulo P ganzen Üoefficienten dargestellt werden. 

Anstatt also die Elementartheiler des ganzen Fundamentalsystemes 
zu bestimmen, kann man die T'heiler eines beliebigen Fundamentalsystemes 
modulo P aufsuchen. 

Es seien nun 


Pr 


die Potenzen von P mit rational gebrochenen Exponenten, welche in den Ele- 
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mentartheilern E,, E,, ..., E, enthalten sind. Dann ist zunächst die Summe jener 
hier zu bestimmenden Exponenten bekannt; denn das Produet E,...E,= VD 
ist genau durch P!”® theilbar, wenn % die Ordnung k,-+%,-+---+%, aller von 
einander verschiedenen Theiler von P innerhalb & bedeutet; es ist also: 


n i f \ 
r+tn++r, = I(n—k). 


ı 


Mit Hülfe eben jener Zerlegung von P in seine mehrfachen Faetoren inner- 
halb & kann man jetzt aber leicht ein Fundamentalsystem modulo P auf. 
stellen, aus welchem jene Potenzen P* selbst sich ohne weiteres ergeben. 
Man kann nämlich zunächst für den ersten Factor P, ein Fundamental- 
system von 4, Elementen aufstellen, welche modulo P, rational unab- 
hängig sind und durch welches alle anderen ganzen Grössen modulo P, 
homogen und linear mit ganzen Coefficienten darstellbar sind. Es sei nun 
(3,29, ...,2) ein solches Fundamentalsystem; dann kann man mit 
seiner Hilfe zunächst leicht ein Fundamentalsystem für den Modul P/ 
bilden, und dann aus den einzelnen Fundamentalsystemen für die A—1 
anderen in P enthaltenen Divisorenpotenzen PÜ', .... P;" ein solches für 
den Modul P selbst zusammensetzen. Zunächst ist das System von Ayd, 


Elementen 
> > > > > 
(8.) f „(1) ! „(Kkı). I „(l) { „(k). . I a P Fan ) 
(‘ .) | Er “ .0 84 I, P% “ Bi Br “ u. 04 ) 1 = . >» 8 Pr 4 . 04 > E% 
” pP+ P4: Pr P P, 


ein Fundamentalsystem für den Modul P/', denn eine homogene lineare 
Function » dieser Ak,d, Elemente mit ganzen rationalen Coefficienten kann 
nur dann durch Pf: theilbar sein, wenn alle ihre Coefficienten durch P selbst 
theilbar sind. Soll nämlich eine solche Summe durch Pf theilbar sein, so 
muss sie zunächst /, selbst enthalten; modulo P, betrachtet fallen aber 
alle Elemente ausser den 4, ersten fort, und eine Congruenz 


A | | 
pi (23 +...+0,3)) 0 (mod.P, 
. 3 un 
kann, da der Factor 7, zu P, relativ prim ist, nur bestehen, wenn alle 


1 


Coefficienten durch P theilbar sind. Lässt man also diese durch P theil- 
baren Glieder aus o fort, und untersucht jetzt zunächst die Bedingung 
dafür, dass © durch P/ theilbar ist, so findet man genau ebenso, dass auch 


die Coeffieienten der k, nächsten Elemente P enthalten müssen, und dureh 
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analoges Weiterschliessen zeigt man, dass jenes System in der 'T'hat ein 
Fundamentalsystem modulo P} ist. 

Jedes Element dieses Systemes enthält aber die übrigen Divisoren 
P,, .... P, ausser P, genau so oft, als P selbst; denkt man sich also für 
jede dieser » Divisorenpotenzen P4, ..., P/" das dem Systeme (8.) ent- 
sprechende Fundamentalsystem gebildet, so ergeben ihre » = k,d, ++ hd, 
Elemente zusammengenommen ein Fundamentalsystem für P, weil eine 
homogene lineare Funetion jener Elemente mit ganzen Üoeffieienten nur 
dann durch P theilbar ist, wenn dasselbe für jeden der h Factoren P‘ eilt, 
und dies ist wiederum nur der Fall, wenn alle Coefficienten der Elemente 
des Fundamentalsystemes für P/' durch P theilbar sind. 

Aus dem so bestimmten Fundamentalsysteme modulo P können nun 
die gesuchten Elementartheiler leicht gefunden werden: Zunächst ist näm- 
lieh in dem Partialsystem (8.) jeder der Quotienten: 

pP Pi P% pP" EEE e 
Pa= EP (i 2 ur 
nebst seinen » conjugirten durch die gebrochene Potenz von P 


A — 
Id ı a ° 
PP” u 
und durch keine höhere Potenz von P algebraisch theilbar, denn beide 
Ausdrücke enthalten P, genau gleich oft, während jeder der A—1 anderen 


) s Pr. 
Divisoren in Ba öfter als in P“ auftritt. Also ist P“ der grösste ge- 
| > 
® r y . ” * [ y - 
meinsame Theiler von Ba und seinen » conjugirten Funetionen. 


l 


Denkt man sich also zu den A,d, Elementen des Partialsystemes 
(8.) alle » eonjugirten Systeme gebildet, so erhält man eine Matrix von n 
Zeilen und A,d, Colonnen, in welcher die conjugirten Elemente der ersten 
zweiten, ... Colonnen der Reihe nach durch die Potenzen 
) ) 2 } „1 d,—1 
I, RER TUE TAU SEHR 
theilbar sind. Die Exponenten der Potenzen von P, welche so durch ein- 
tache Division aus den Colonnen jener Matrix herausgehoben werden kön- 
nen, lassen sich also in die 4, -mal wiederholte Bruchsequenz : 


B’3 ) 1 1 —1 
2) 22 " es = ) 


a 


A 
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zusammenfassen. Im Ganzen sind also die Colonnen jener Matrix durch 
die Potenz P* theilbar, deren Exponent durch die Gleichung 


| 4—1\ a 
4 +4 l ) ) k, d, % 


A, K, 
bestimmt ist. 

(Genau ebenso zeigt man nun, dass aus den Matrizen, welche dureh 
die zu P#, ..., P}'" gehörigen Fundamentalsysteme und ihre eonjugirten 
gebildet werden, durch einfache Division der einzelnen Colonnen gebrochene 
Potenzen von P herausgehoben werden können, deren Exponenten man de: 


keihe nach in die %,-mal wiederholte Sequenz | . u. s. w., bis zu der 


{ 


s | 
k,-mal wiederholten Sequenz | ’ | ordnen kann. 
( 


Im Ganzen wird so aus den Colonnen des ganzen Fundamental- 


systemes modulo P durch einfache Division die Potenz 


% 


pkit+K, _ phil) _ p 
herausgehoben, wenn k wieder wie oben die (resammtordnung der zu ein- 
ander theilerfremden Divisoren von P bedeutet. Dies ist aber genau die 
in der ganzen Determinante enthaltene Potenz von P; das nach jener Di- 
vision der Colonnen verbleibende System ganzer algebraischer Grössen ist 
somit in Bezug auf P ein Einheitssystem, und hieraus folgt endlich nach 
dem in der oben erwähnten Arbeit gegebenen einfachen Beweise, dass jene 
gebrochenen Potenzen von P, welche in den einzelnen Colonnen des Fun- 
damentalsystemes enthalten sind, mit den gesuchten Elementartheilern P* iden- 
tisch sind. 
Es ergeben sich also die folgenden wichtigen Sätze: 

Die Elementartheiler der Diseriminante einer beliebigen Gat- 
tung © innerhalb eines beliebigen Rationalitätsbereiches /' sind 
sämmtlich Wurzelfunetionen jenes Rationalitätsbereiches. deren Ex- 
ponenten rationale echte Brüche sind. 


Ist P irgend eine unzerlegbare rationale Grösse und P', P*,...,P* 
die in jenen Elementartheilern enthaltenen Potenzen von P, so 
lassen sich die rationalen echten Brüche r,, r,. .... r, Stets in 
r 7 Ü | A—1\ 

Sequenzen I--I=|\—, —, .., — anordnen. 

n A. \ı Ö. h 


Ist ferner 
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die Zerlegung von P in seine mehrfachen Factoren innerhalb & 
und sind 


k, - k» . a k, 
die Ordnungszahlen der Factoren P,, ...., P,, so lassen sich die 


Exponenten der in den » Elementartheilern von © enthaltenen 
Potenzen von P in die Sequenzen 


a [a] F 


anordnen, welche bezw. 

kı-. k,-, ge k,- 
mal auftreten. Endlich ist die Gattungsdiseriminante von ®& durch 
P'"* theilbar, wenn k = i,+---+4, die Anzahl der zu P gehörigen 
Sequenzen bedeutet. 

Die Elementartheiler der Gattungsdiseriminante bestehen sämmt- 
lich aus Potenzen von Primfaetoren mit positiven echt gebrochenen 
rationalen Exponenten. 

Hier wie in dieser ganzen Arbeit wurde von den Divisoren höherer 
Stufe sowie von denjenigen numerischen Primtheilern p abgesehen, welche 
in dem zugehörigen Produete d,d,...d, enthalten sind; die gefundenen Sätze 
selten also höchstens nicht für diejenigen unzerlegbaren Grössen P, welche 
speciell Zahlen und ausserdem gleich oder kleiner sind, als die Ordnung » 
der betrachteten Gattung. 

Ist & speciell eine @Galoissche Gattung, stimmen also die zu G(z,) 
conjugirten Gattungsbereiche G(z,), ..., &(z,) mit G(x,) überein, so ent- 
hält eine beliebige Primfunction P innerhalb & jeden Primfactor P, genau 
eleieh oft, es ist also in diesem Falle 

P= Pi. 
wo P, jetzt keine gleichen Primfactoren enthält. Ist also A, die Ordnung 
von P,. so ist A,d,=n, und man erhält hier den einfachen Satz: 

Die zu einer unzerlegbaren Function P gehörigen Sequenzen 
für die Diseriminante einer Galoisschen Gattung sind alle einander 
gleich, und ihre Anzahl und ihr Nenner sind zwei complemen- 
täre Theiler der Ordnung jener Gattung. 

Die Betrachtungen dieser Arbeit hatten ergeben, dass man für jede 
unzerlegbare Funetion P als Modul nieht bloss ein Fundamentalsystem 


(1) (?) (n) 


u u‘. 0.0. I 








N rn 


rn 


fy 
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von nur » Elementen aufstellen, sondern dieses auch stets so wählen kann. 
dass die Elementartheiler P", P“, ..., P” des Systemes (z{”) mit den T'hei- 
lern der in einer Colonne stehenden Grössen =”, 2”, .... x,’ überein- 


stimmen, dass also allgemein 


Bi _ () U) er’) 


ist. Diese Theiler sollen als die » Colonnentheiler bezeichnet und ein 
solches System nach einer bereits früher angewendeten Terminologie ein 
kanonisches System genannt werden. Dann ist also kanonisch jedes System, 
dessen » Elementartheiler mit seinen » ÜÖolonnentheilern identisch sind. 

Componirt man ein beliebiges System (z{?) vorn mit einem beliebigen 
Einheitssysteme (a), so besitzt das so erhaltene System 


(„UN 
a k J 


)\ 


(H)\/ mt 
[ T, 
FG 


(a): 
dieselben Elementartheiler, aber auch dieselben Colonnentheiler: ist nämlich 
(a) das zu (a'”) reeiproke Einheitssystem, so folgt aus der obigen Glei- 
chung die entsprechende: 


(2) — ("Nm"), 


kJ a JE ii u 
Aus ihnen folgt zunächst, dass die entsprechenden Elementartheiler beider 
Systeme identisch sind, da jeder in dem anderen enthalten ist. Aus den 
Gleichungssystemen: 


a, 2a ta EN + +a” ah), 


I 


( 
ei’ 


ei) = ME + EN +.- +" rl ( 


folgt aber weiter, dass jedes Element der iten Colonne (x\”, ..., x’) durch 
den iten Colonnentheiler von (z{”) theilbar ist, und umgekehrt, d.h. es 
stimmen auch die entsprechenden Colonnentheiler beider Systeme überein. 
Wendet man dieses Resultat auf die kanonischen Systeme an, so er- 
giebt sich der für die Anwendungen wichtige Satz: 

Ein kanonisches System modulo P bleibt kanonisch, wenn man 
es vorn mit einem beliebigen Einheitssysteme modulo P eomponirt. 
Selbstverständlich bleibt ein so componirtes System im allgemeinen 
kein Fundamentalsystem für ®(x,) mehr, weil durch jene Composition die 

einzelnen Horizontalreihen zu einander addirt werden. 
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Ueber die Elementartheiler zweier Gattungen, 
von denen die eine unter der anderen enthalten ist. 


(Von Herrn Kurt Hensel.) 


Eis sei 
45 Selen 

POUR "URN © 
die » eonjugirten Wurzeln einer irreduetiblen Gleichung des »ten Grades, 
deren Üoefficienten einem beliebigen Rationalitätsbereiche 7’ angehören, 
welcher seinerseits aus algebraisehen Grössen bestehen, also ein Gattungs- 
bereich sein kann, und 

Be a 
die dureh jene algebraischen Grössen eonstituirten eonjugirten. Grattungs- 
bereiche. 

Ks bedeute ferner n, irgend eine algebraische Grösse des Gattungs- 
bereiches ©,, welche aber nicht einer irreduetiblen Gleichung vom »ten 
Grade genügt, sondern nur einer Gleichung eines Grades v, welcher kleiner 
ist als ». Dann ist » bekanntlich ein Theiler von », und es sei 

n = UV. 

Alle rationalen Funetionen von 7], eonstituiren dann einen Gattungsbereich @,, 
dessen Elemente alle auch zu ©, gehören, also einen T'heilbereich von ©, 
bilden; darum heisst der Gattungsbereich @, unter ©, enthalten. Sind ferner 

A ı Mn. Sr. Me 
die v zu 7, eonjugirten algebraischen Funetionen, so bilden diese » conju- 
eirten Grattungsbereiche, welche durch 

errhran. Ga 
bezeichnet werden mögen. 

Von den »= ur eonjugirten Bereichen ©,, ©, ..., &, sind nun je 
« für den Gattungsbereich @, in der Weise conjugirt, dass ihre symmetrischen 
Funetionen jenem Bereiche @, angehören, und ein Gleiches gilt für einen 





... Pe 


 . 
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jeden der v» conjugirten Bereiche @,. @. .... @,. Es sei die Bezeichnung 


) 


der » conjugirten Bereiche von vorn herein so gewählt, dass 


Br. re 
ee A 
a ii Mi A: 


t 


conjugirt sind. Ist dann Y,; irgend eine Grösse des Bereiches ©, so ist 


fr 


Bere re "A 


eine algebraische Grösse des Bereiches @. Jede solehe Grösse H, werde 
in Erweiterung einer Dedekindschen Bezeichnung die Spur von Y, genannt 
und jedesmal, wie oben geschehen, durch den entsprechenden griechischen 
juchstaben bezeichnet. Dann entspricht jedem Elemente Y, von ©, ein 
und nur ein Element 77, des entsprechenden Bereiches @,, und conjugirten 
(Grössen Y, und Y, entsprechen conjugirte Spuren 77, und 4,*), endlich ist 


die Spur einer Grösse F,, welche dem Bereiche @, selbst angehört. 


gleich «/7,, weil hier die « conjugirten Grössen /,,.; einander gleich sind. 
Ebenso werde ein System (H,..., 4°) von @, als die Spur eines 


Systemes (Y(’,..., Y"’) von ®, bezeichnet, wenn dessen Elemente 4 die 
Spuren der entsprechenden Elemente Y sind. 

Dann besteht mit einer gleich zu erwähnenden sehr speeiellen Aus- 
nahme der folgende wichtige Satz: 

Die Spur eines jeden Fundamentalsystemes für den Gattungs- 
bereich ©, bildet ein Fundamentalsystem für den unter ©, ent- 
haltenen Gattungsbereich @.. 

In der That, ist (y\,..... 9”) irgend ein Fundamentalsystem für ©,. 
so kann auch jede ganze Grösse n, des unter ®, enthaltenen Bereiches @, 
in der Form: 


(m) 


nm = up ty ++ ug: 
so dargestellt werden, dass die Coefficienten ®,. .... z, ganze rationale 
Grössen sind. Bildet man also auf beiden Seiten die Spur, und beachtet 
die oben über die Spur von 7, gemachte Bemerkung. so ergiebt sieh die 
Darstellung: 
(1) | (?) | 


un = un tum + +u.n 


*) Offenbar kann man die Indices © und k auch grösser als » voraussetzen, wenn 
man übereinkommt, alsdann von H; und H,,.;; als gleich zu betrachten. 


44* 
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oder man erhält die folgende Darstellung der Grösse n,: 
u u ) u 
} — 1 y\! 1" 2 rn”) un Be. 7") 
I u n + u A ee u ı >» 
. } 2 u Un = " . 
in welcher die Coeffieienten en u höchstens den Zahlenfactor u 


als Nenner enthalten können; es ergiebt sich als das Resultat: 
Die Spur (m, ...,n) des Fundamentalsystemes (y!’, ..., 91”) 
ist ein Fundamentalsystem für die Gattung G@, ausser für die- 


. . . .. . . n 
jenigen Primgrössen, welche Zahlen und in dem Quotienten u = = 


der Ordnungszahlen von ®©, und @, enthalten sind. Von diesen 
verschwindend wenigen Ausnahmen soll im Folgenden stets ab- 
oesehen werden. 

Dieses Resultat giebt nun sofort eine wichtige Einsicht in die Be- 
ziehung, welche zwischen den Elementartheilern der enthaltenden und der 
enthaltenen Gattung besteht. Ersetzt man nämlich in der Matrix 

Br (1) i 2 (m)N aM 2 
Yy) = WW, Mn) Gel un) 
von mn Elementen, welche durch die » conjugirten Fundamentalsysteme 
von &,, ©, ..., ©, gebildet wird, ihre ersten » Zeilen dureh ihre Spuren, 
be 0% N s | 
so erhält man ein System (y)h welches sich von (y) nur dadurch unter- 
scheidet, dass an die Stelle der Fundamentalsysteme für die » ersten 
(Gattungen ©,, .... ©, die entsprechenden Fundamentalsysteme für die ent- 
haltenen Gattungen @,, ..., @, getreten sind, während die »—v letzten 
Zeilen sich garnicht geändert haben. Andererseits erkennt man leicht, dass 
B N Eu .. ® : = . 
das System ) dem Systeme (y) äquivalent ist, denn von seinen v ersten 
Zeilen geht allgemein die öte aus der entsprechenden von (y) dadurch her- 
vor, dass zu ihr der Reihe nach die (i+v)-te, (+2v)-te, ..., (i+(u—1)r)-te 
7. . . . . RER N 
Zeile addirt wird. Daraus folgt also, dass die beiden Systeme (y) und (y) 


dieselben Elementartheiler haben. Betrachtet man jetzt das System 


i (1) (2) (m) 

ı N 0.0. N, 
(N) . j R 
(1) (2) (m) 

N, 7 y N, 


für sich, welches aus den » eonjugirten Fundamentalsystemen für @,, @, ..., @, 
gebildet ist, so sind seine Elementartheiler Vielfache der entsprechenden 
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Elementartheiler von (y) oder, was dasselbe ist von (y) selbst; denn das 


\ 7. 7 . . ’ 
System (7) besteht aus den »v ersten Zeilen von (y) ist also ein Partial- 


system von diesem*). Hieraus folgt also der wichtige Satz: 

Die Elementartheiler einer beliebigen Gattung sind in den ent- 
sprechenden Theilern einer jeden unter ihr enthaltenen Gattung 
enthalten. 

Eine unmittelbare Folge dieses Satzes, welche aber viel weniger 
tief liegt, als der Satz selbst, ist in dem T’'heorem ausgesprochen: 

Die Determinantentheiler einer Gattung sind Theiler der ent- 
sprechenden Determinantentheiler jeder in ihr enthaltenen Gattung. 

Die Gattung ©, selbst ist offenbar den unter ®, enthaltenen 
Gattungen @, zuzuzählen; ferner muss man für eine jede Gattung @, der 


vten Ordnune die Elementartheiler und damit auch die Determinantentheiler 


rn 
5 
von höherer als der vten Ordnung gleich Null setzen; dann ist jeder 
Elementartheiler, also auch jeder Determinantentheiler einer beliebigen hten 
Ordnung in allen Theilern derselben Ordnung für alle unter ©, enthaltenen 
Grattungen @, enthalten, und da ©, selbst unter jenen enthaltenen Gattungs- 
bereichen vorkommt, so ergiebt sich der wichtige Satz: 
Diese Elementartheiler (Determinantentheiler) einer beliebigen 
Gattung »ter Ordnung ©, sind die grössten gemeinsamen Divisoren 
der entsprechenden Elementartheiler (Determinantentheiler) für alle 
unter &, enthaltenen Gattungen. 


$ 2. 

Im vorigen Abschnitte wurde nachgewiesen, dass sowohl die Deter- 
minantentheiler als auch die Elementartheiler einer Gattung ®, in den ent- 
sprechenden Theilern jeder enthaltenen Gattung @, enthalten sind, und 
hiernach scheint es zunächst gleichgültig zu sein, ob man die » Deter- 
minantentheiler einer Gattung ©, als die fundamentalen, und die » Elementar- 
theiler derselben als die abgeleiteten Invarianten betrachten, oder ob man 


*) Für dem Beweis des wichtigen Satzes, dass die Elementartheiler eines beliebigen 
Systemes Theiler der entsprechenden Elementärtheiler eines jeden seiner Partialsysteme 
sind, vergleiche z. B. meine Arbeit „Ueber die Elementartneiler componirter Systeme“ 
dieses Journal Bd. 114 S. 109—115. 
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lieber umgekehrt die letzteren als die ursprünglichen Invarianten an- 
sehen will. 

Im Folgenden soll aber gezeigt werden, dass zwischen den Elementar- 
theilern der enthaltenden und der enthaltenen Gattung eine noch weit 
engere Beziehung besteht, und zwar eine solche, welche für die Deter- 
minantentheiler nicht erfüllt ist; und hierdurch wird man genöthigt, die 
Klementartheiler als die. wesentlichen, ursprünglichen, die Determinanten- 
theiler erst als die abgeleiteten Invarianten anzusehen, im Gegensatz zu 
einer Bemerkung Leopold Kroneckers, welche sich in seinem Nachlasse. vor- 
eefunden hat. 

Ist nämlich P irgend ein rationaler Primfactor und sind 

Pi 3.2 
die in den Elementartheilern von ©, und 
POLEN, 

die in den entsprechenden Elementartheilern von @, enthaltenen Potenzen von 
P, so sind nach dem vorher bewiesenen Satze die Potenzen P' durch die 
entsprechenden Potenzen P" theilbar, aber, und das ist weit wichtiger, die 
v Potenzen P*” der zweiten Reihe sind identisch mit gewissen v unter den 
n Potenzen P’ der ersten Reihe, es ist also 


an, sur, EB 


% + ‚ Hy. 

wo A. hs. ..., h, gewisse v unter den » Zahlen 1, 2, ...., » bedeuten. 
Aus der Reihe der Elementartheiler 

pP" P' pP" 
fallen also beim Uebergange von der enthaltenden zur enthaltenen Gattung 
nur gewisse fort, während die übrigen 

r} Y; AR. 

P - P = h ; 8 P 5 
völlig ungeändert bleiben; ein Elementartheiler bleibt also bei jenem 
Uebergange entweder ganz ungeändert, oder geht vollständig verloren. 


Bildet man dagegen für die enthaltende und für die enthaltene Gattung 


die beiden Reihen der Determinantentheiler, so sind diese bezw. 
Ir dr, + ro r,tr,+ tr, rt +r, 
Pu toppen, wary, TAU bg ylogrerag 


tr * 27 rn, 


rn rn try. 
P y pP" I Fun P 
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dieselben sind also im allgemeinen vollständig von einander verschieden, und 
ist die, dass die Exponenten der zweiten Reihe gleich ode: 


ihre einzige Beziehung 
grösser sind als die entsprechenden Exponenten der ersten, eine Beziehung, 
die unmittelbar aus r, = r,, geschlossen werden kann. Die Determinanten 
theiler sind also Invarianten der Gattung ©, welche etwa auf einer Stufe 
stehen mit der Ordnung 2 derselben, denn diese verwandelt sich in einen 
Theiler von », wenn man von ©, zu @, übergeht, dagegen lehren die vor 
angegangenen Betrachtungen, dass die Elementartheiler viel wichtigere und 
wesentlichere Invarianten sind, und diese theoretischen Ueberlerunsen 
haben in der That bereits in der Theorie der algebraischen Funetionen 
einer Variablen in dem Zusammenhange zwischen den Elementartheilern 
und den Verzweigungspunkten der zugehörigen Aiemannschen Fläche, der 
für die Determinantentheiler nieht besteht, eine schöne Bestätigung «e 
funden *). 

Der Beweis dieses Satzes soll hier für alle Primtheiler erster Stufe 
sereben werden, welche bereits in der unmittelbar vorhergehenden Arbeit 
betrachtet wurden: Ist nämlich der Rationalitätsbereich /' ein natürlicher, 
so soll P eine beliebige irreduetible Funetion der in Z’ auftretenden Variablen 
RM, ..., N” sein; ist ZW, ..., NR”) ein algebraischer Gattungsbereich, so 
sei P ein algebraischer Primtheiler des Bereiches 7' von einer solchen irre- 
duetiblen Function von NR, ..., N”. Ferner seien 


En ae re 


die in den » Elementartheilern von ©, enthaltenen Potenzen von P, jetzt 
aber nicht mehr nach der Grösse ihrer Exponenten geordnet, sondern in 
ganz beliebiger Reihenfolge. Ich betrachte nun an Stelle des im ersten 
Abschnitte benutzten absoluten Fundamentalsystemes ein kanonisches Funda- 
mentalsystem modulo P, d.h. ein System 
1 (+) (n 
u + 
von » modulo P unabhängigen ganzen algebraischen Grössen von ®,, welche 
der Reihe nach durch P", P”, ..., P” algebraisch theilbar sind. Ein 
solches Fundamentalsystem ist dadurch vollständig charakterisirt, dass in 


*) Vgl. meine Abhandlungen: Ueber die Ordnungen der Verzweigungspunkte einer 
Riemannschen Fläche. — Ueber die Verzweicung der drei- und vierblättrieen Riemann 
schen Flächen. — Sitzungsberichte der Berliner Akademie v. J. 1895 8. 933 Mt. u. 8. 3fl. 

hen Flächen Sitzungsberichte der Berl \kademie v. J. 1895 S. 935 fl Ss. 1105 fl 
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lieber umgekehrt die letzteren. als die ursprünglichen Invarianten an- 
sehen will. 

Im Folgenden soll aber gezeigt werden, dass zwischen den Elementar- 
theilern der enthaltenden und der enthaltenen Gattung eine noch weit 
engere Beziehung besteht, und zwar eine solche, welche für die Deter- 
minantentheiler nicht erfüllt ist; und hierdurch wird man genöthigt, die 
Klementartheiler als die. wesentlichen, ursprünglichen, die Determinanten- 
theiler erst als die abgeleiteten Invarianten anzusehen, im Gegensatz zu 
einer Bemerkung Leopold Kroneckers, welche sich in seinem Nachlasse vor- 
eefunden hat. 

Ist nämlich P irgend ein rationaler Primfactor und sind 

PrsdRp 2 ode 
die in den Elementartheilern von ©, und 
EL 


lie in den entsprechenden Elementartheilern von @, enthaltenen Potenzen von 


1) 
ti 


P, so sind nach dem vorher bewiesenen Satze die Potenzen P" durch die 
entsprechenden Potenzen P* theilbar, aber, und das ist weit wichtiger, die 
» Potenzen P*" der zweiten Reihe sind identisch mit gewissen » unter den 


»n Potenzen P’ der ersten Reihe. es ist also 


0 = tT RA-ta HH en 
wo h,. Au. ..., h, gewisse v unter den » Zahlen 1, 2, ..., » bedeuten. 


Aus der keihe der Elementartheiler 

P' P' P" 
fallen also beim Uebergange von der enthaltenden zur enthaltenen Gattung 
nur gewisse fort, während die übrigen 


y’n, Yy i > 7 . 
J N. P ta F ’ 


’ 
völlige ungeändert bleiben; ein Elementartheiler bleibt also bei jenem 
Uebergange entweder ganz ungeändert, oder geht vollständig verloren. 


Bildet man dagegen für die enthaltende und für die enthaltene Gattung 


die beiden Reihen der Determinantentheiler, so sind diese bezw. 
P" pP" Ly, Tui ..-+r, p' tr + +r. 


re tr, 
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dieselben sind also im allgemeinen vollständig von einander verschieden, und 
ihre einzige Beziehung ist die, dass die Exponenten der zweiten Reihe gleich ode 
grösser sind als die entsprechenden Exponenten der ersten, eine Beziehung, 
die unmittelbar aus r, — r,, geschlossen werden kann. Die Determinanten 
theiler sind also Invarianten der Gattung G, welche etwa auf einer Stuf: 
stehen mit der Ordnung » derselben, denn diese verwandelt sich in einen 
Theiler von », wenn man von ©, zu @, übergeht, dagegen lehren die vo: 
angegangenen Betrachtungen, dass die Elementartheiler viel wichtigere und 
wesentlichere Invarianten sind, und diese theoretischen Ueberlegungen 
haben in der That bereits in der Theorie der algebraischen Funetionen 
einer Variablen in dem Zusammenhange zwischen den Elementartheilern 
und den Verzweigungspunkten der zugehörigen Riemannschen Fläche, der 
für die Determinantentheiler nicht besteht, eine schöne Bestätigung «ze 
funden *). 

Der Beweis dieses Satzes soll hier für alle Primtheiler erster Stufe 
sereben werden, welche bereits in der unmittelbar vorhergehenden Arbeit 
betrachtet wurden: Ist nämlich der Rationalitätsbereich /’ ein natürlicher, 
so soll P eine beliebige irreductible Funetion der in Z' auftretenden Variablen 
NR, ..., N sein; ist ZW, ..., N”) ein algebraischer Gattungsbereich, so 
sei P ein algebraischer Primtheiler des Bereiches 7’ von einer solchen irre- 


duetiblen Funetion von W, ..., N”. Ferner seien 
PR, oiP Pr‘ 


die in den » Elementartheilern von ©, enthaltenen Potenzen von P, jetzt 
aber nicht mehr nach der Grösse ihrer Exponenten geordnet, sondern in 
ganz beliebiger Reihenfolge. Ich betrachte nun an Stelle des im ersten 
Abschnitte benutzten absoluten Fundamentalsystemes ein kanonisches Funda- 
mentalsystem modulo P, d.h. ein System 


(1) a1”) (n) 

Yıy Yen Fi 

von z» modulo ? unabhängigen ganzen algebraischen Grüssen von ®,. welche 

der Reihe nach durch P", P”, ..., P” algebraisch theilbar sind. Ein 

solehes Fundamentalsystem ist dadurch vollständig charakterisirt, dass in 
*) Vgl. meine Abhandlungen: Ueber die Ordnungen der Verzweigungspunkte einer 

Riemannschen Fläche. — Ueber die Verzweiseune der drei- und vierblättrieen Riemann 

schen Flächen. — Sitzungsberichte der Berliner Akademie v. J. 1895 8. 935 fl. u. 8. 1103 1 
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dem Systeme von n’ Elementen 


(1 2 (n 
Pt 
(y) u = = . . . . . 
Yy, y,’ Er. y\” 
die Colonnentheiler mit den Elementartheilern P", ..., P” übereinstimmen, 


dass also das algebraische System 


y 
(7) 
ein Einheitssystem modulo P ist. 

Ersetzt man nun in dem Systeme (y) wie in dem vorigen Abschnitte 
die » ersten Zeilen durch ihre Spuren, so bleibt das sich so ergebende 
äquivalente System (1) ebenfalls ein kanonisches System, wie am Ende 
der vorigen Arbeit nachgewiesen wurde, und seine Colonnentheiler sind 
ebenfalls bezw. gleich P", P”, ..., P”; also ist auch das System 

n® 
7 
y'” 
pi 


(1. 


\ 


Ya er .. ' 
welches aus (4) durch Division seiner Colonnen durch ihre Colonnentheiler 
P' hervorgeht, ebenfalls ein Einheitssystem modulo P. 

Betrachtet man jetzt wieder nur die aus den » ersten Zeilen von 


MN w 
U) bestehende Matrix: 
kat 
f e .(n) 
UR ). . . .. Ur 
(m) = | 
(1) „en 
Nv b) ae N, 


so kann dasselbe in einem erweiterten Sinne ebenfalls als ein kanonisches 
System mit den Colonnentheilern P”, ..., P” bezeichnet werden; denn 
seine Colonnen sind offenbar bezw. durch P", ..., P” theilbar, und ferner 
zeigt man leicht, dass das System 
(i) 

(2.) __) 

\ pi I 
welches aus (nj”) durch Division seiner Colonnen durch die entsprechenden 
Theiler entsteht, ebenfalls ein Einheitssystem modulo P ist. In der That 
sind die Quadrate aller Determinanten vter Ordnung von (7{?) rational, also 
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(i) 

sind alle Determinanten derselben Ordnung von = ) ebenfalls ganze 
Grössen, welche durch rational gebrochene Potenzen von P genau theilbar 
sind. Wären nun alle jene Determinanten noch durch eine weitere Potenz von 
P theilbar, so wäre dieselbe Potenz auch in der Determinante (1.) enthalten, 
da diese aus dem Laplaceschen Determinantensatze als homogene lineare 
Funetion jener Determinanten mit ganzen Üovefficienten darstellbar ist. Also 
existirt in dem Systeme (2.) mindestens eine Determinante vter Ordnung, 
welche durch P garnicht mehr theilbar ist; es sei die Bezeichnung von 
vornherein so gewählt, dass diese Eigenschaft der ersten jener Determinanten 
zukommt. Dann ist das zu dieser gehörige System: 


(1) (2) (v) 
Ni» My +. MM 


für die enthaltene Gattung @, ein kanonisches Fundamentalsystem und die 
Potenzen: 

> v4 vv; 

a 
sind ihre Elementartheiler, soweit diese Potenzen von P sind: denn das System 


(1) I?) (vr) 


FM: N: MON 

\ p' E p’: I EST p> / 
besteht aus lauter ganzen Grössen und ist in Bezug auf P nach dem Vor- 
hergehenden ein Einheitssystem; also sind P”, ..., P’ die Elementar- 

. 2 

theiler des Systemes (ni ,...,n,”’) und da dieses echt gebrochene Potenzen 
von P sind, so ist jenes System in der That ein kanonisches Fundamental- 
system. Man erhält also den wichtigen Satz: 


(n)\ 


Ist (yf’,...,9\”) ein kanonisches Fundamentalsystem modulo P 
für eine beliebige Gattung ®, und (n\,...,n%”) die Spur desselben 
für eine beliebige unter ©, enthaltene Gattung @,, so kann man 
aus jenem Systeme stets » Elemente so auswählen, dass sie ein 
kanonisches Fundamentalsystem für @, bilden, und die Elementar- 
theiler für @, sind dann identisch mit den » entsprechenden 
Elementartheilern der enthaltenden Gattung. 

Hiermit ist der im Anfange dieses Abschnittes aufgestellte Satz voll- 
ständig bewiesen. 

Aber jene Beziehung zwischen den Elementartheilern der beiden 
Gattungen @, und ©, ist eine noch engere, als sie in diesem Satze aus- 
gesprochen wurde. In der That können die Exponenten (r,,r.....,7,) der 
Elementartheiler von ©,, wie in der vorigen Arbeit bewiesen wurde, stets 
49 
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in Bruchsequenzen: 


ER 1 ] z ] [ E) 
m) Ti 9 TR m 


angeordnet werden, und nach demselben Satze muss das Gleiche auch für 
die Exponenten (r,,r3,...,r,) der Elementartheiler für die enthaltene Gat- 


tung @, gelten; es seien also: 


(4) 5 Ba 


die Sequenzen für diese Gattung. Da aber die v echten Brüche (r,,..., r,) 


») 
welche die Sequenzen (4.) bilden, gewisse von den » Brüchen (r,,...,r,) 
sind, aus denen die s Sequenzen (3.) bestehen, so lehrt der blosse Anblick 
jener beiden Reihen, dass die Nenner d\,, d,, ..., d, genaue Theiler von 
gewissen o unter den Nennern d,, d,, ..., d, sein müssen. Es ergiebt 
sich also der Fundamentalsatz: 


q | “ | I, 7 . * .. l. 


die sämmtlichen (gleichen oder verschiedenen) Sequenzen eines 
beliebigen Gattungsbereiches ©, in Bezug auf irgend einen rationalen 
Primfactor P, sind ferner 


5 ll» Bi 


die entsprechenden Sequenzen für einen beliebigen unter &, ent- 
haltenen Bereich @,, so ist jeder der Nenner 0, ein T'heiler eines 
der Nenner d,, ferner ist das Product d,d,...d, aller Nenner 
von @, ein Theiler des Produetes d,d,...d, aller Nenner von 
&, und endlich ist die Anzahl o aller Sequenzen von @, höch- 
stens gleich der Anzahl s der Sequenzen von ©. 

Die Diseriminanten D und / der Gattungen ©, und @, enthalten P 

bezw. in den Potenzen: 


p“ —1)+:.-+(d,—1) pP» h (d,—1) 


und ; 
und da allgemein d, ein Vielfaches von d, ist, so folgt als ganz specielles 
Gorollar der bekannte Satz: 

Die Diseriminante einer Gattung ist ein Vielfaches der Dis- 
eriminante einer jeden unter ihr enthaltenen Gattung. 





sel 


vo 
ge 
dis 
sei 


ma 





Hensel, über die Elementartheiler der Galtungen 


Eine zweite interessante Folgerung ergiebt sich unmittelbar aus die 
sem Matze: Sind s und o die Anzahlen der zu P gehörigen Sequenzen 
von ©, und @, so ist © — s und es sind die Diseriminanten jener Gattun 
gen bezw. durch P’” und P’”” theilbar. Soll nun P in der Gattungs 


diseriminante von @, garnicht enthalten sein, so muss o=r also v 


sein, anderenfalls muss P in der Diseriminante von @, nothwendig auftreten: 
man erhält also den Satz: 
Ist &, eine Gattung »ter Ordnung, deren Diseriminante dureh 
P"* theilbar ist, so ist die Diseriminante einer jeden unter 6 
enthaltenen Gattung von höherer als der sten Ordnung siche: 
ebenfalls dureh P theilbar. 
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-- Karl Weierstrass. 


(Geb. 31. Oktober 1815, gest. 19. Februar 1597.) 


U 
—ıxı 


Am 19. Februar dieses Jahres ist die mathematische Welt durch 
das Hinscheiden von Karl Weierstrass in tiefe Trauer versetzt worden. 

Von seinem ersten Auftreten in der mathematischen Litteratur an 
bis in ein hohes Alter hinein hat Weierstrass die Wissenschaft nieht nur 
durch seine Entdeckungen bereichert, sondern auch durch sein Eingreifen 
in die Arbeiten der Zeitgenossen und durch seine Lehrtätigkeit an der 
hiesigen Universität, deren Zierde er über 40 Jahre gewesen, in einem sol- 
chen Maasse gefördert, dass eine Würdigung dieser reichen Wirksamkeit 
eine zu umfangreiche Aufgabe ist, um an dieser Stelle Platz zu finden. 

Aber die Redaetion dieses Journals hat die besondere Pflieht, hier 
das Andenken des grossen Mathematikers zu ehren. Unser Journal hatte 
das Glück, seine berühmtesten Arbeiten in seine Spalten aufnehmen zu 
können; und unter den Mitwirkenden ziert der Name Weierstrass unser 
Journal vom 53. bis zum 117. Bande, während die Bände 91 bis 103 ihn 
im Verein mit Kronecker als Redacteur bezeichnen durften. 


Berlin, im März 1897. 
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